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PRAKATA 
 
Konsentrasi/Kekhususan Teori Graf, yang akan memberikan kompetensi 
kepada mahasiswa  yaitu mampu mengaplikasikan konsep graf dalam mencari  
solusi beberapa masalah sederhana secara prosedural, dan mampu 
mengaplikasikan konsep pewarnaan graf dalam mencari alternatif solusi suatu 
masalah. Kebutuhan matakuliah Matematika diskrit terlihat pada kebutuhan 
mahasiswa akan kemudahan mempelajari konsep-konsep dasar perhitungan dan 
teori graf yang akan mereka peroleh pada semester berikutnya. Dengan mengerti 
konsep-konsep dasar teori graf,  mahasiswa akan lebih mudah untuk mempelajari 
mata kuliah lain seperti mata kuliah Topik Khusus Kombinatorika, Riset Operasi, 
Statistika, Teori Koding. 
Disamping itu, kebutuhan akan mata kuliah teori graf ini didasarkan pada 
kompetensi pendukung yaitu mahasiswa diharapkan   mampu dalam mengambil 
keputusan yang tepat berdasarkan hasil analisis serta mampu mengambil petunjuk 
dalam memilih berbagai alternatif solusi secara mandiri dan berkelompok. 
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IDENTITAS MATA KULIAH 
 
Pada bagian ini diberikan identitas mata kuliah seperti berikut: 
Program Studi :  Matematika  
Nama mata kuliah/Kode :  Teori Graf /246H1103  
Jumlah SKS :  3 SKS Pengajar    
  : 
1. Prof. Dr. Hasmawati, M.Si. 
2. Dr. Nurdin, M.Si. 
 
Sasaran Belajar : Setelah mempelajari Teori Graf mahasiswa 
mampu menyelesaikan beberapa masalah rill 
Melalui konsep graf. Mahasiswa dapat 
menerapkan dalam berbagai bidang yang 
berobjek diskrit. Secara umum, konsep teori 
graf dapat digunakan dalam hal optimalisasi. 
    
Mata kuliah Prasyarat : Logika dan Matematika Diskrit 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7 
 
PENDAHULUAN 
 
Pada tahun 1836, Leonhard Euler membuktikan bahwa perjalanan di kota 
Konigsberg dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu kali, tidak dapat 
dilaksanakan. Dalam pembuktiannya Euler menyederhanakan situasi jembatan 
Konigsberg itu menjadi suatu diagram seperti pada Gambar 1. 
 
Berkat pekerjaan Euler yang diilhami melalui persoalan jembatan 
Konigsberg itu, maka muncullah suatu cabang Matematika yang cukup penting, 
yang dikenal dengan nama Teori Graph (Graph Theory).  
 Teory Graph sudah banyak berkembang dan memiliki segi terapan di 
banyak bidang ilmu, misalnya di bidang Fisika, Kimia, Ilmu Komunikasi, 
Rekayasa listrik, Genetika, dan lain-lain. Teori Graph juga erat kaitannya dengan 
beberapa cabang Matematika, antara lain ; teory Matriks, Analisa Numerik, Teori 
Kemungkinan, Topologi dan Kombinatorial. Sementara dalam kenyataan, 
pengetahuan kita tentang Teori Graph masih sangat kurang. Salah satu persoalan 
dalam Teori Graph adalah menghitung banyaknya Graph yang tidak isomorphik, 
yang disebut Enumerasi (Enumeration). Khusus untuk graf pohon  dapat 
dilakukan dengan mengaplikasikan  Teorema Cayley .  
 Persoalan lain adalah menghitung banyaknya pohon perentang dari graph 
lengkap Kp dan pohon perentang (spaninning - tree) dari sebarang graph 
terhubung sederhana. Pohon perentang dari graph lengkap Kp ternyata ada 
kaitannya dengan pohon berlabel yang tidak isomorphik. Karena itu banyaknya 
pohon perentang dari suatu graph lengkap Kp dapat dihitung dengan Teorema 
Cayley, sedang pohon perentang dari graph tehubung sederhana dapat dihitung 
dengan Teorema Matriks Pohon (Matrix-Tree Theorem). 
Gambar 1 
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Pengertian dan sifat-sifat dasar yang sederhana dari suatu graph, teorema, 
dan pengertian tentang derajat, isomorphik, subgraph, serta beberapa graph 
khusus dengan mudah dapat dipahami dengan mengerjakan seluruh soal-soal pada 
setiap tugas dalam setiap pertemuan/tatap muka. 
 
PERTEMUAN I. 
KONTRAK PERKULIAHAN (Slide terlampir) 
Metode yang digunakan dalam pembelajaran mata kuliah teori graf ini antara 
lain kuliah interaktif, diskusi kelompok, kerja tugas, kerja kelompok (buat 
makalah dan presentasi). Beberapa peraturan yang disepakati selama 
perkuliahan berlangsung. Silabus teori graf, dan Penilaian antara lain: tugas  2 
kali masing-masing berbobot 10 %, Kuis 2x juga masing-masing berbobot 10 
%, Ujian 1 kali berbobot 20 %, dan presentasi / pembuatan makalah 40%. 
1.1. RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Konsep dasar graf meliputi: definisi graf secara umum, beberapa bentuk 
penyajian definisi graf sederhana, definisi dua titik bertetangga, dua sisi 
bertetangga, kaitan antara titik dan sisi, dan himpunan tetangga suatu titik. 
Selain itu, juga akan diingatkan kembali beberapa notasi dan simbol yang 
sudah biasa digunakan dalam pelajaran teori graf, serta operasi dalam graf. 
1.2. SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan Mahasiswa  dalam memahami intruksi 
Kemampuan mahasiswa dalam membuat komitmen dan menjaga komitmen  
Kemampuan daya ingat mahasiswa 
 
1.3. KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Dalam pembelajaran pertemuan pertama ini, dosen berusaha membangkitkan 
daya ingat mahasiswa terhadap konsep dasar graf yang telah dipelajari pada 
semester sebelumnya yakni materi setelah  ujian tengah semester pada mata 
kuliah Matematika Diskrit. 
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B. Uraian Materi 
Konsep Dasar Graf 
Definisi graf dan unsur–unsur dari graf akan disusun dengan menggunakan bahasa 
himpunan. Karena itu sebelum sampai pada definisi akan dijelaskan syarat dari 
suatu himpunan. Dalam pengertian himpunan disyaratkan bahwa setiap 
elemennya hanya muncul satu kali saja. 
Definisi 1.1 (Definisi graf secara umum) 
Graf G adalah pasangan (V(G), X(G)), dimana V(G) adalah himpunan berhingga, 
yang elemen-elemennya disebut titik (vertex), dan X(G) adalah himpunan 
pasangan-pasangan dari elemen-elemen V(G)  disebut sisi (edge).   
Contoh 1:   
a. Misalkan diketahui V(G) = {1, 2, 3, 4, 5} dan  X(G) = {12, 22, 13, 34, 45, 
21}. Apakah G merupakan graf? 
Jawab. Gambar G merupakan graf karena anggota V(G) diskrit dan 
anggota  X(G) adalah pasangan-pasangan dari anggota-anggota V(G). 
b.  Misalkan diketahui V(H) = {1, 2, 3, 4, 5} dan  X(H) = {12, 22, 13, 34, 45, 
61}. Apakah H merupakan graf? Gambar H bukan graf karena ada anggota 
X(H) yakni  61 yang merupakan pasangan yang salah satunya yakni 6  
bukan anggota dari V(G). 
Sisi 22 disebut loop dan 12 serta 21 adalah sisi yang paralel. Ini adalah 
gambar graf G. 
 
Contoh 2. Misalkan V(G1) = V(G2) = V(G3) = V(G4) = {u, v, w, x}, dan E(G1) = 
{uv,vu,vw,uw},  E(G2) = { uu,vu,vw,uw, wx, xw},  E(G3) ={ vu,vw,uw, wx} dan  
1 
2 
3 
4 
5 
G: 
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E(G4) ={ vu,vw,uw, wx, wy}. Maka G1, G2, dan G3 merupakan graf, tetapi G4 
bukan graf karena y pada pasangan wy dalam E(G4) bukan anggota dari V(G4) .   
Bentuk graf G1, G2, dan G3 seperti pada Gambar 1. 
             
 
 
Pada Definisi 1.1, jika  dimisalkan e = uv  E(G),  sisi e = uv adalah 
pasangan takterurut dari V(G) yakni uv = vu dan berbeda yakni u  v, maka graf G  
disebut graf sederhana (simple graph). Jika uv  vu , maka sisi uv dan vu disebut 
sisi-sisi yang paralel dan biasanya diberi arah sehingga disebut graf berarah. 
Apabila sisi-sisi yang dimaksud itu tidak diberi arah, maka sisi-sisi tersebut sejajar 
atau paralel dan grafnya disebut Multigraf. Sedangkan apabila u = v yakni adanya 
sisi uu atau vv, maka sisi tersebut disebut lup (loop). Graf yang memperbolehkan 
adanya sisi paralel dan lup disebut graf palsu (pseudograph). Contoh graf 
sederhana adalah graf G3, graf palsu adalah graf G1 dan G2 pada Gambar 1.  
Definisi 1.2 (Definisi graf sederhana ) 
Graf G adalah pasangan (V(G), X(G)), dimana V(G) adalah himpunan 
berhingga, yang elemen-elemennya disebut titik (vertex), dan X(G) adalah 
himpunan pasangan-pasangan tak berurut dari elemen-elemen V(G) yang berbeda, 
yang disebut sisi (edge).  
Berdasarkan definisi ini,  V(G) disebut himpunan titik dan X(G) disebut 
himpunan sisi. Untuk lebih memahami Definisi 1.2 diberikan contoh seperti 
berikut. Misalkan diberikan V(G) = {u,v,w,z} dan X(G) terdiri dari pasangan-
pasangan (u,v), (v,w), (u,w), dan (w,z), atau X(G) = {(u,v),(v,w), (u,w), (w,z)}. 
Bisa dilihat bahwa setiap anggota dari X(G) merupakan pasangan-pasangan yang 
u 
v 
w 
G3: 
u 
v 
w 
G1: 
u 
v 
w 
G2: 
x 
x 
Gambar  1 Beberapa contoh graf 
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berbeda dan tak terurut artinga (uv)= (vu). Dan V(G) tidak kosong.  Maka G  
merupakan graf sederhana. Gambar graf dari G seperti pada Gambar berikut.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Telah di definisikan bahwa graf terdiri dari himpunan titik V(G) dan himpunan 
sisi  X(G). Masing-masing pasangan  e= (u,v) dalam X(G) adalah sisi dari G yang 
kadang-kadang hanya ditulis uv. Banyaknya titik simpul dari G dinyatakan denga  
p , dan banyaknya rusuk dari G dinyatakan dengan q. 
Suatu graf G dengan p titik simpul, disebut graf berlabel orde p, bilamana masing-
masing titiknya mempunyai nama yang berlainan, katakanlah                  
atau diberi satu bilangan bulat positif yang berbeda dari himpunan {1,2,3, … , p}.  
 
Berikut ini adalah definisi graf sederhana yang diberikan oleh Reinhard Diestel 
(1999). Untuk kepentingan definisi tersebut didefinisikan [S]
2 
={Y: Y S, Y = 2}, 
S adalah himpunan berhingga. 
 
Definisi 2.2.2.  (Definisi graf sederhana oleh Diestel). Graf G=(V, E) adalah 
suatu sistem yang terdiri dari himpunan berhingga tak kosong V = V (G) dan 
himpunan E = E(G) dengan E  V2. Himpunan V disebut himpunan titik dari G 
dan himpunan E disebut himpunan sisi dari G. 
 
Untuk memperlancar uraian tentang graf, hubungan antara dua titik, antara dua 
sisi, dan antara titik dan simpul diberi nama tertentu. Hubungan-hubungan itu 
didefinisikan sebagai berikut. 
Definisi 1.3  
Misalkan G adalah suatu graf. Titik  vi,vj  V(G) dan sisi x  X(G). 
z 
u 
v 
w 
G: 
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Jika x = vivj, maka dikatakan bahwa : 
1. Titik vi bertetangga(adjacent) dengan titik vj. 
2. sisi x  terkait(incident) dengan titikl vi . Demikian pula untuk titik  vj . 
Misalkan x1, x2, dan x3 adalah rusuk dari suatu graf G dan v adalah titik 
simpulnya. Jika x1, x2, dan x3 terkait dengan simpul v, maka rusuk x1, x2, dan x3 
dikatakan bertetangga. Pada Gambar graf G berikut, titik w bertetangga dengan 
titik u, v dan z. Tetapi titik z tidak bertetangga dengan titik v, sisi uv tidak 
bertetangga dengan sisi wz. Sedangkan sisi-sisi yang bertetangga adalah sisi wz, 
wu, dan wv.  
 
 
 
 
 
 
 
Graf G ini berorde 4 atau p = 4, dan berukuran 4  atau q = 4. 
Contoh 
Suatu rumah dihuni oleh 7 orang mahasiswa, masing-masing bernama Ani, Becce, 
Cici, Dina, Eko, Faisal, dan Gery. Diketahui   Ani, Becce, dan Cici saling 
bersepupu dan juga sepupu Gery dari pihak ibu. Sedangkan Dina, Eko, dan Faisal 
juga saling bersepupu dan juga adalah sepupu Gery dari pihak bapak. Setelah 
diselidiki ternyata Faisal dan Ani juga bersepupu. Buatla model graf kekeluargaan 
dari ke 7 orang tersebu. 
Jawab. 
 Hubungan kekeluargaan ke tujuh orang di atas dapat dimodelkan ke dalam graf 
dengan cara: nyatakan orang sebagai titik dan dua titik bertetangga jika dua orang 
yang dinyatakan sebagai dua titik tersebut adalah bersepupu. Jika titik diberi nama 
sesuai dengan nama awal orang, maka kita mempunyai V(H) = {A, B, C, D, E, F, 
G} dan X(H) = {AB, BC, CA, DE, EF, FD, FA, GA, GB, GC, GD, GE, GF}. 
Gambar graf nya adalah seperti berikut, 
 
z 
u 
v 
0 
G: 
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Graf F disebut komplemen dari graf G, jika V(F) = V(G) dan     E(F) jika dan 
hanya jika     E(G). Komplemen dari graf G dinotasikan dengan    . 
 
Gambar 2.2.4. Komplemen graf G. 
Misalkan S adalah suatu himpunan. Banyaknya anggota S disebut kardinalitas S 
dinotasikan  dengan  S . 
 
OPERASI DALAM GRAF 
Misalkan graf G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi X(G), 
serta H adalah graf dengan himpunan titik V(H) dan himpunan sisi  X(H) . Maka: 
1. Graf gabung (union graph) antara G dan H ditulis GH, adalah graf 
dengan himpunan titik  
V(GH) = V(G)  V(H)  dan himpunan sisi X( GH) = X(G)  X(H);  
2. Graf tambah (join graph) antara G dan H ditulis G+H, adalah graf dengan 
himpunan titik  V( G+H) = V(G)  V(H)  dan himpunan sisi X( G+H) = 
X(G)  X(H)  {uv: u  V(G), v  V(H) }.  
3. Graf kali (GxH) adalah graf dengan himpunan titik V(GxH) = V(G)  
V(H)  dan himpunan sisi E(GxH) = V(G)  V(H)     
 
 
 G :     : 
A 
B 
C 
F 
D 
E 
G 
H : 
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Contoh. 
Misalkan graf G adalah graf dengan V(G)= {1,2,3} dan X(G)={12, 23}, serta H 
adalah graf dengan V(H) = {a,b,c} dan  X(H) = {ab, bc, ca}. Maka: 
1. Graf gabung GH mempunyai himpunan titik  V(GH) = {1,2,3, a, b, c} 
dan himpunan sisi X(GH) )={12, 23, ab, bc, ca};  
2. Graf tambah G+H mempunyai V(G+H) = {1,2,3, a, b, c} dan himpunan 
sisi X( G+H) = {12, 23, ab, bc, ca};  {1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c, 3a, 3b, 3c.} 
 
Gambar graf G dan graf H adalah sebagai berikut 
 
Gambar graf  GH dan G+H berturut-turut sebagai berikut:  
 
 
Pertemuan berikutnya kita akan mengulang kembali apa yang dimaksud subgraf 
dan berapa macam jenis subgraf itu. Kita mulai dengan definisi. Setelah itu, 
dilanjutkan dengan pengertian isomorfisma.   
 
 
G H : 
G +H : 
G: H: 
1 
2 
c 
b 
a 
3 
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Soal  
1. Misalkan V(G) = {1, 2, 3, 4, 5} dan E(G)={12, 13, 15, 25, 23}. Gambar 
graf G. 
2. Diketahui graf G berikut. Tentukan V(G) dan E(G). 
                                                          1                        2      
                                  G:                                                 4 
                                            3                                5 
3. Misalkan S = {1, 2, 3, 4, 7, 11, 13}. Gambarlah graf G dengan himpunan 
titik S dan himpunan sisi E(G) memenuhi i,jE(G) jika i+jS dan i-jS. 
 
 Umpan balik 
            Mahasiswa pada umumnya hanya menghafal definisi dan belum 
memahami konsep dasar graf secara benar. Namun dari segi motorik 
pada umumnya bisa, yakni semuanya bsa menggambar graf untuk graf 
orde tertentu. Agar bisa lebih paham konsep dianjurkan menyajikan 
graf secara aljabar, yaitu menyajikan graf dalam bentuk penyajian 
himpunann titik dan himpunan sisi.  
 
Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand dan Ping Zhang, Introduction to Graf Theory, McGRAW-
HILL2005. 
 
2. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and algorithmic 
Graph Theory, McGRAW-HILL. 
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PERTEMUAN II.  
SUBGRAF DAN DERAJAT 
(Bahan Kuis dan tugas mandiri) 
  
Materi yang akan diajarkan pada pertemuan ke-2 ini adalah subgraf dan derajat 
dalam graf. Materi ini adalah bahan tugas I yang nilainya maksimum 10 %. 
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Subgraf dari suatu graf bermacam-macam strukturnya, namun yang memiliki ciri 
khas adalah subgraf perentang dan subgraf terinduksi. Mengenai derajat, akan 
diterangakan mulai dari derajat titik, derajat maksimum, derajat minimum, dan 
barisan derajat. Setiap definisi akan disertai dengan contoh.  
SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan Mahasiswa  dalam memahami intruksi 
Kemampuan mahasiswa dalam membuat komitmen dan menjaga komitmen  
Kemampuan Mahasiswa dalam membedakan subgraf perentang dengan 
subgraf terinduksi, dan subgraf-subgraf yang lain.  
Kemampuan mahasiswa dalam mengaplikasikan konsep derajat kedalam 
masalah persimpangan jalan dan sejenisnya. 
 
KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Dalam pembelajaran pertemuan pertama ini, dosen berusaha membangkitkan 
daya ingat mahasiswa terhadap konsep dasar graf yang telah dipelajari pada 
semester sebelumnya yakni materi setelah  ujian tengah semester mata kuliah 
Matematika Diskrit. 
 
B. Uraian Materi 
SUBGRAF 
Definisi  2.1 
Misalkan dua graf H = (V(H), X(H)) dan G = (V(G), X(G)). Graf H disebut subgraf 
dari G, jika V(G)  V(G) dan X(H) X(G).  
Contoh. Misalkan graf G, G1 dan G2 adalah sebagai b erikut 
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Graf G1 dan G2 adalah subgraf dari G. 
Jika V(H) = V(G), maka H dikatakan subgraf perentang dari G.  
Karena V(G2) = V(G) pada gambar berikut, maka G2  merupakan subgraf 
perentang dari G.  
 
 
 
 
 
Subgraf maksimal  H dari graf G adalah subgraf yang memenuhi:  
setiap sisi e E(H) dan vV(H) berlaku e terkait dengan v di H jika hanya jika e 
terkait dengan v di G.  Subgraf G-e adalah subgraf maksimal dengan himpunan 
titik V(G) dan himpunan sisi E(G)-{e}. Sedangkan subgraf G-v adalah subgraf 
maksimal dari G dengan himpunan titik V(G)-{v} dan himpunan sisi E(G) /{vu: 
uV(G)}. Untuk sembarang himpunan titik simpul S, himpunan S   V(G), 
subgraf terinduksi GS adalah subgraf maksimal dari G dengan himpunan titik S. 
Karena itu dua titik bertetangga  pada GS jia hanya jika kedua titik tersebut 
bertetangga di G. Contoh subgraf terinduksi dari G pada Gambar di atas adalah 
G1. Misalkan titik u dan titik v tidak bertetangga di graf G.  Graf            
adalah graf dengan himpunan titik V(H)= V(G) dan himpunan sisi 
E(H)=E(G){uv }.  
Jalan (walk) pada suatu graf adalah barisan titik dan sisi: v1, e1, v2, e2, ..., en-1, vn 
yang dimulai dengan suatu titik dan diakhiri oleh suatu titik pula dengan setiap 
sisi terkait dengan titik yang ada di kiri dan kanannya. 
G G1 
: 
G2
: 
Gambar 3 
G G1 
: 
G2
: 
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DERAJAT DALAM GRAF 
Definisi 2.2. 
Derajat suatu titik vi  dalam graf G, dilambangkan “ d( vi)”, adalah banyaknya sisi 
x  X(G) yang terkait dengan titik vi. 
Contoh.  Graf G berikut memiliki d(u) = 2,  d(w) = 3, d(z) = 1.                                           
 
 
 
 
Titik suatu graf yang berderajat nol disebut titik terasing dan graf yang hanya 
terdiri dari satu titik-titik  terasing disebut graf trivial. Sedang titik yang 
derajatnya satu disebut titik terminal atau titik ujung.  
Teorema 2.1  
Jumlah derajat titik dalam suatu graf G adalah dua kali banyaknya sisi atau 
          
 
   ,  
Dengan    adalah banyaknya sisi dari G dan p adalah banyaknya sisi dari G.  
 
Bukti: Misalkan graf G terdiri dari satu sisi, berarti G memiliki dua simpul yang 
masing- masing berderajat satu, sehingga jumlah derajat simpul dalam G adalah 
dua. Karena setiap sisi menghubungkan dua titik, maka setiap sisi akan menambah 
jumlah derajat G sebanyak dua. Dengan kata lain, jumlah derajat simpul dalam G 
adalah dua kali jumlah sisi.  
 
Derajat minimum dari suatu graf G dinotasikan G, yaitu G= min {d(v): 
v V(G)} dan derajat maksimum dari suatu graf G dinotasikan (G), yaitu (G) 
= max {d(v): v V(G)}. Suatu graf disebut reguler jika G =  (G). Graf pada 
Gambar 4 adalah graf-graf reguler. 
u 
v 
w 
G: 
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Contoh lain.   Misalkan graf G memiliki 9 titik  dan 9 sisi dengan titik-titik 
berderajat 1, 2, 3, dan 4. Jika graf G memiliki 1 titik berderajat 4 dan dua titik 
berderajat 2, berapakah titik berderajat 1 dan 3 ?  
Penyelesaian. Misalkan x adalah banyaknya titik berderajat 1 dan y adalah 
banyaknya titik berderajat 3 pada graf G. Maka x = 9-1-2-y = 6-y. Menurut 
Teorema 1.4.1,              
 
    Dapat ditulis x (1) + y(3) + 1(4) + 2(2) = 
2(9) atau x + 3y = 10. Karena x = 6 – y, maka (6 – y) + 3 y = 10 atau y = 2. Jadi x 
= 4. Berarti terdapat 4 titik berderajat 1 dan 2 titik berderajat 3. Bentuk graf G 
dapat dilihat pada Gambar berikut. 
 
 
 
Akibat Teorema 2.1. Banyaknya titik yang  berderajat ganjil pada suatu graf 
adalah genap.  
 
Bukti.  Misalkan  V1 adalah himpunan titik berderajat ganjil dengan kardinalitas k 
dan V2 adalah himpunan titik berderajat genap dengan kardinalitas r pada graf  G. 
Misalkan pula p adalah orde  graf G dan q adalah ukurannya. Jika       dan 
     , maka  menurut Teorema 2.1:  
                
 
          
 
     
                      
 
        
 
   .                                                      (1) 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa k adalah genap. Karena        dan    
adalah kumpulan titik berderajat genap maka       
 
    adalah genap.  
   
G 
: 
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Akibatnya,                 
 
        
 
    adalah genap. Tulis       
      ,      untuk setiap i. Maka persamaan (1) dapat ditulis 
                 
 
        
 
      , untuk         dan l < q; 
         
 
           
 
        
 
      ; 
                    
 
      
 
   .  
Jelas       
 
     ) adalah bilangan genap. Jadi k adalah bilangan genap, atau 
banyaknya titik berderajat ganjil adalah genap. 
Graf G dengan orde n dinotasikan    . Graf    disebut graf lengkap jika 
setiap dua titik pada    bertetangga dan dinotasikan dengan   . Graf  lengkap    
adalah salah satu graf khusus karena memiliki ciri-ciri khusus yaitu reguler 
dengan derajat n – 1. Karena itu graf lengkap    biasa ditulis (n – 1)-reguler.  
Beberapa graf khusus  yang lain akan dibahas pada  
Soal  
1.   Perhatikan graf G berikut.                   
            
Dari graf G, H, dan T berikut manakah yang merupakan subgraf dari G. 
 
                        G:                                 H:                                                            T:    
  
2. Suatu graf berorde 14 dan berukuran 26. Titik-titik graf tersebur berderajat 
3, 4, atau 5. Jika diketahui terdpat 6 titik berderajat 4, berapakah titik 
berderajat 3 dan 5?  
Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand dan Ping Zhang, Introduction to Graf Theory, 
McGRAW-HILL2005. 
2. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and 
algorithmic Graph Theory, McGRAW-HILL. 
3. Sumber lainnya. 
G: 
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PERTEMUAN 3 
BEBERAPA GRAF KHUSUS 
(bahan ujian, Kuis dan Tugas Kelompok) 
Beberapa graf khusus yang dimaksud di sini adalah subgraf dari suatu graf 
lengkap yang memiliki ciri-ciri tersendiri dan mudah dikenali atau diingat.   
3.1 RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Graf khusus yang memiliki ciri-ciri tersendiri yang mudah dikenal dan diingat 
selain graf lengkap adalah graf lintasan, graf siklus, graf bintang, graf roda, graf 
bipartit, graf multipartit, graf pohon, graf berarah, graf planar, graf Euler dan graf 
Hamilton. Graf Euler dan Hamilton akan dibahas secara tersendiri pada pertemuan 
ke-9.  
 
3.2 SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan Mahasiswa  dalam membedakan beberapa jenis graf khusus 
Kemampuan mahasiswa bekerja kelom[ok  
 
3.3 KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Suatu graf disebut graf khusus karena graf tersebut memiliki ciri-ciri 
tertentu yang mudah dikenali. Graf lengkap adalah salah satu graf khusus 
yang paling mudah dikenali dan  telah didefinisikan pada pertemuan 
minggu lalu. Pada bab ini akan dibahas secara detail beberapa graf khusus 
seperti graf lintasan, graf siklus, graf bintang, graf roda, dan graf pohon. 
Setelah mahasiswa mempelajari materi pada bab ini, diharapkan 
mahasiswa telah dapat membedakan notasi, bentuk dan karakteristik dari 
beberapa graf khusus tersebut. Mempelajari materi ini harus secara 
terstruktur, karena definisi suatu graf tertentu biasanya menggunakan 
definisi graf tertentu lainnya. Misalnya graf siklus. Pengertian graf siklus, 
menggunakan pengertian graf lintasan. Karena itu, untuk memahami graf 
siklus terlebih dahulu memahami graf lintasan.  
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B. Uraian Materi 
      Graf Lintasan Dan Graf Siklus  
 Dalam kehidupan sehari-hari orang senang bepergian cenderung berfikir 
bagaimana meminimumkan biaya  perjlanan. Demikian pula dengan biaya-
biaya lain seperti biaya hidup, biaya pendidikan dan lain-lain. Untuk masalah 
perjalanan atau jaringan, baik itu jaringan transportasi, jaringan listrik, ataupun 
jaringan komputer dan imformasi dapat dicari solusinya dengan memodelkan 
masalah tersebut ke dalam model graf, kemudian mencari lintasan terpendek pada 
graf hasil pemodelan tersebut.  
Beberapa cara mendefinisikan graf lintasan. Ada yang memulai dari 
pengertian barisan, ada pula yang memulai dari pengertian jalan (walk). Di sini 
akan disajikan pengertian lintasan dengan menggunakan istilah jalan. Karenaya, 
sebelum membahas lintasan terlebih dahulu mengingat kembali definisi jalan. 
Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G)= {v1, v2, ...,vk, ...,vn}, dan 
himpunan sisi E(G)={ei : ei = vivj untuk suatu i,j}. Jalan W pada graf G dengan 
panjang  k adalah barisan titik dan sisi :                              dengan 
         ,             .  
1. Jalan disebut tertutup jika       . 
2. Jalan yang setiap sisinya berbeda disebut jalur (trail). 
3. Jika        untuk setiap i,j {0, 1, 2, ..., k}, maka W disebut lintasan.  
4. Graf yang hanya terdiri atas satu lintasan disebut graf lintasan.  
Bagian pertama pada definisi di atas mengatakan bahwa panjang suatu jalan 
adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut.  
 
Contoh    
Misalkan                              dan                     
 6,  4 1= 6,  4 1= 6,  2 3,  2 4,  3 4. Bentuk graf  2 dapat dilihat pada 
Gambar 5. Salah satu jalan pada graf    adalah                      
                 . Jalur pada     adalah                     . Sedangkan 
jalan tertutup adalah                  . 
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    :                           
 
                                  
 
        
Gambar 5  Graf yang memiliki titikpotong 
 
Lintasan dan siklus pada graf    berturut-turut adalah P:                dan  
           ,   . Dalam hal ini      .  
Definisi 3.1 Misalkan    :                            adalah lintasan orde k 
dengan panjang k-1 pada graf G. Siklus    pada G dengan panjang k adalah 
subgraf dengan himpunan titik             dan  himpunan sisi       
             . Graf yang hanya terdiri atas satu siklus disebut graf siklus.  
 
Teorema 3.1 Jika graf G memuat jalan u – v dengan panjang l, maka G memuat 
lintasan u – v dengan panjang paling besar l.  
 
Bukti. Andaikan Teorema 3.1 tidak benar. Diantara semua lintasan u – v dalam G, 
diandaikan P :                     adalah suatu jalan dengan panjang 
terkecil k. Karenanya, k  l. Klaim bahwa P adalah lintasan u – v. Karena u – v 
adalah jalan, maka terdapat i, j dengan 1  i  j  k sehingga  vi = vj. Akibatnya, 
jalan                 memiliki panjang kurang dari k. Hal ini tidak mungkin 
karena P adalah lintasan. Jadi Pengandaian salah, atau teorema terbukti.  
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Contoh    
Misalkan                              dan 
                                  Graf    adalah graf lintasan berorde 6, 
lihat Gambar 6 Graf bagian (a) adalah graf lintasan berorde   dan bagian (b) 
adalah graf siklus dengan panjang 6.  
 v3 v4 v3 v4   
 v2    v5 v2 v5 
 
 
 v6 v1 v6  
 
 
 P6 : C6 : 
 
Graf   dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua titik   dan 
  pada graf tersebut terdapat suatu lintasan yang memuat   dan  . Misalkan 
    . Subgraf   disebut subgraf terhubung maksimal jika   bukan subgraf 
sejati pada sembarang subgraf terhubung di G. Subgraf   disebut komponen dari 
  jika   merupakan subgraf terhubung maksimal. Selanjutnya, misalkan   adalah 
graf terhubung dan          serta           Himpunan   disebut himpunan 
titik pemisah  , jika     graf tak terhubung. Secara serupa, himpunan   
disebut himpunanan sisi pemisah dalam    jika     juga graf tak terhubung. 
Misalkan   dan   berturut-turut merupakan himpunan titik pemisah dan 
himpunan sisi pemisah. Jika       dan      , maka   disebut titik potong 
(cut vertex) dan   disebut jembatan (bridge). Sebagai contoh, pada Gambar 5 
titik    adalah titik potong dan sisi        adalah jembatan.  Panjang siklus 
terbesar pada suatu graf   dinotasikan dengan     , sedangkan panjang siklus 
terkecil dinotasikan dengan     .  
Pada Gambar 7 graf G memiliki himpunan titik potong A={a, b} atau D = {a,b,c} 
dan himpunan sisi pemisah B ={ad, ac, bc}. Panjang siklus terbesar         
dan panjang siklus terkeci       .    
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                        a                      d   
                                                      b                  c         
  
G : 
Gambar 7. Graf yang memiliki himpunan titik potong 
 
Definisi 3.3 Graf   dengan orde   disebut pansiklis (pancynclic) jika   memuat 
semua siklus    dengan      , dan disebut pansiklis lemah  (weakly 
pancyclic) jika   memuat siklus    untuk             .  
 
Contoh  Diberikan graf  G1 berorde 10 dan graf G2 berorde 8 seperti pada Gambar 
4.2.4.  Kedua graf tersebut adalah graf reguler berderajat 4. Graf G1 memuat C3, 
C4, C5, C6, C7 dan  C8,  tetapi tidak memuat C9 dan C10. Graf G2 memuat C3, C4, 
C5, C6, C7 dan C8. Menurut Definisi 3.3,  graf G1 adalah pansiklik lemah dan graf 
G2 adalah pansiklik. 
  
 
 
 
 
 
 
 G1 : G2 : 
 
Gambar 4.2.4 Graf pansiklis lemah    dan graf pansiklis   . 
Graf    pada Gambar 4.2.4 adalah pansiklis lemah dengan        dan 
       . Graf    adalah pansiklis karena memuat semua siklus    untuk 
     . 
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3.3 Graf  Multipartit 
Misalkan             adalah beberapa himpunan bagian dari himpunan 
titik      pada suatu graf  . Untuk setiap  , himpunan    disebut partisi dari 
     jika     , dan          
    serta         dengan    . Graf   
disebut graf  -       jika     dapat dipartisi ke dalam   partisi               
sehingga setiap sisi            berlaku       dan      untuk suatu i dan 
j, i, j {1,2, ..., k}. Graf          untuk     dengan         disebut graf 
multipartit, dinotasikan dengan           Khusus untuk        , graf G 
disebut graf          . Sebagai contoh, diberikan graf dengan himpunan titik 
V(G) = {1, 2, 3, 4,5, 6} dan himpunan sisi E(G)= {12, 14,  23, 25, 34, 36, 45, 56}. 
Himpunan V(G) dapat dipartisi menjadi dua subhimpunan tidak kosong sebut 
V1={1, 3,5} dan V2 = {2, 4, 6}. Dapat diperiksa bahwa               dan 
    . Jadi G adalah graf bipartiti. Bentuk graf G seperti pada Gambar 2.2.1. 
 
Gambar 4.3.1 Graf bipartit 
 
 
Teorema 3.2 Graf G adalah bipartit jika hanya jika setiap siklus pada G memiliki 
panjang genap.  
 
Bukti. 
     Misalkan G tidak memuat siklus dengan panjang ganjil. Asumsikan G 
terhubung. Misalkan u adalah sebarang titik di G, dan U adalah himpunan yang 
memuat titik-titik dengan panjang genap dari u. Misalkan pula W adalah 
1 
 2 
 3  
 4  
5   
  6 
  V1: 
  V2: 
1 
 2 
  3 
  4 
  5 
  6 
  G :   G=K3.3 : 
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himpunan yang memuat titik dengan panjang ganjil dari u. Dengan demikian {U, 
W} adalah koleksi partisi dari V(G). Anggaplah bahwa u di U, berarti d(u,u)=0.  
 
                                       u                       1               2                            5                
                                                                                                   4                 6 
                                                                                      3                                7 
                                U:            u         2           4                 6 
 
                                W :          1                 3            5         7         
Kita klaim bahwa setiap sisi dari G mengaitkan suatu titik di U dan suatu titik di 
W. Andaikan itu tidak benar. Berarti terdapat satu sisi di G yang mengaitkan dua 
titik di U atau dua titik di W, sebut itu ux E(G) dengan w,x  W. Karena d(u,w) 
dan d(u,x) duanya ganjil, maka dapat ditulis d(u,w) = 2s+1 dan d(u,x)= 2r+1 untuk 
suatu bilangan asli s, r. Labeli titik-titik dari u ke w dan dari u ke x sebagai 
berikut. 
U=v0, v1, ..., v2s+1 = w  dan u = x0, x1, ....., x2r+1 = x. Dua lintasan tersebut tambah 
sisi wx memebentuk siklus C, dengan  
 C : u, v1, ......, v2s+1 = w,  x = x2r+1 , ......, x1, x0 = u. 
Siklus C mempunyai panjang 2s+1 + 2r+1 tambah satu sisi wx. Dengan kata lain 
panjang C adalah (2s+1)+(2r+1)+1= 2(s+r+1)+1. Nilai 2(s+r+1)+1 adalah ganjil. 
Jadi G memiliki siklus dengan panjang ganjil. Hal ini kontradiksi dengan G tidak 
memuat siklus ganjil. Jadi, tidak benar bahwa terdapat sisi di G yang mengaitkan 
dua titik pada partisi yang sama. Dengan kata lain, setiap sisi dari G mengaitkan 
suatu titik di partisi yang satu dan suatu titik di partisi yang satunya. Menurut 
definisi G adalah bipartit. 
      Misalkan G nontrivial dan bipartit. Akan ditunjukkan G tidak memuat siklus 
ganjil. Partisi himpunan V(G) ke dalam dua subhimpunan sebut U dan W 
sedemikian sehingga setiap sisi di G mengaitkan suatu titik di U dan suatu titik di 
W. Misalkan e1 = u1w1, e2 = u2w2, e3 = u3w3, dan e4 = u4w4. Jika titik tersebut 
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berbeda semua maka G tidak memuat siklus.  Jika masih ada sisi lain misal e di G 
maka e = uiwj, 1,j = 1, 2, 3, 4, dan i  j, sebut i = 2 dan j = 3. Dalam hal ini, 
terdapat lintasan P3: w2, u2, w3, u3 dengan panjang 3.  Jika lintasan ini terletak 
pada suatu siklus C, maka C = E(P3)+{u3,w2} dengan panjang 4. Situasi lain akan 
selalu serupa. Karenanya dapat disimpulkan bahwa G tidak memuat siklus ganjil.  
Graf multipartit          disebut graf                     jika setiap 
titik pada suatu partisi bertetangga dengan semua titik pada setiap partisi lainnya. 
Graf multiparti lengkap dinotasikan dengan         .  
 
 
 
 
 
 
 (a) (b) (c) 
 
Gambar 4.3.2 Graf pada bagian (c) adalah graf multipartit lengkap seimbang. 
 
Graf          disebut graf                              
dinotasikan dengan     , jika        untuk setiap  . Pada Gambar 4.3.2: Gambar 
(a) adalah graf multipartit       , gambar (b) adalah graf multipartit lengkap       , 
dan gambar (c) adalah graf multipartit lengkap seimbang       . 
 
Lemma 4.3.1  (Brandt dan Faudree, (1998).  Misalkan     adalah graf non-
bipartit. Jika     adalah graf dengan      
   
 
   maka graf G adalah pansiklik 
lemah dengan panjang siklus terkecil adalah 3 atau 4. 
 
4.4 Graf Pohon 
Graf pohon (tree) adalah salah satu jenis graf khusus karena memiliki ciri-
ciri tersendiri. Ciri-ciri dan sifat-sifat graf pohon ditungkan dalam bentuk definisi, 
lemma, teorema,atau akibat, dan lain-lain.   
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Graf          adalah graf terhubung berorde   dan tidak memuat siklus.  
Titik-titik berderajat satu pada pohon disebut      dan titik-titik yang berderajat 
lebih dari satu disebut     .  Berdasarkan definisi ini, maka pohon    untuk suatu 
n            memiliki strukktur yang berbeda-beda. Sebagai contoh jika n = 5, 
maka    memiliki struktur pohon seperti pada Gambar 2.3.1. Apabila struktur graf 
pohon    diamati akan diketahui bahwa terdiri atas 4 bentuk dan antara satu 
dengan yang lain sangat berbeda. Dengan demikian, graf pohon itu merupakan 
suatu klas graf. Klas graf yang lain adalah graf bipartit tidak lengkap. Tetapi graf 
bipartit lengkap bukan klas graf, karena setiap graf bipartit lengkap hanya terdiri 
atas satu graf. Demikian halnya dengan graf lengkap, lintasan, siklus dan lain-lain.   
 
               adalah pohon yang mempunyai satu titik tertentu sebagai 
akar. Pohon berakar berorde   dengan akar  , dinotasikan dengan      . Pohon 
berakar       disebut                -               jika           
 . Pohon berakar       disebut                         -  (perfect 
      tree) jika                        dan setiap ruasnya kecuali 
mungkin akar   berderajat    , serta semua daunnya berjarak sama dari akar  . 
Pohon        pada Gambar 2.3.2 adalah pohon sempurna bercabang-3 dan 
mempunyai titik sebanyak 17     
 
 
 
 
 
 
Gambar 4.4.1 
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     s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 4.4.2 Pohon sempurna bercabang 3,        
Salah satu istilah dalam konsep pohon adalah pohon perentang (spanning 
tree). Misalkan         adalah graf terhubung tak berarah yang bukan pohon, 
berarti pada graf   terdapat beberapa siklus,   dapat diubah menjadi suatu pohon 
          dengan cara menghapus sisi-sisi yang membentuk siklus sehingga 
graf terhubung tidak lagi memuat siklus, graf   menjadi sebuah pohon   yang 
disebut pohon perentang.  
Salah satu jenis graf khusus adalah graf berbobot (weighted graph). Graf 
berbobot adalah graf yang setiap sisinya diberi sebuah harga atau bobot. Pada graf 
berbobot terhubung, dikenal istilah pohon perentang minimum (minimum 
spanning tree). Jika   adalah graf berbobot, maka bobot pohon perentang   dari 
  didefinisikan sebagai jumlah bobot semua sisi di    Di antara semua pohon 
perentang dari    pohon perentang yang berbobot minimum disebut pohon 
perentang minimum.  
Hingga saat ini, pemanfaatan pohon perentang minimum dapat 
diaplikasikan untuk mencari solusi pada permasalahan di dunia nyata. Di 
antaranya, masalah jaringan komunikasi (network), yakni untuk membangun suatu 
jaringan komunikasi dengan biaya pemakaian sekecil mungkin. 
Dalam membentuk sebuah pohon perentang minimum dari suatu graf 
terhubung berbobot, dikenal dua algoritma yaitu algoritma Prim dan algoritma 
Kruskal.  
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Teorema 4.4.1  Graf T  adalah graf pohon jika setiap dua titik pada T termuat 
pada satu lintasan di T.  
 
Bukti. Misalkan T  adalah graf pohon yang memiliki simpul – simpul nvvv ,..,, 21 . 
Ambil sembarang dua titik pada graf T , sebut vi dan vj. Karena graf T  graf T
terhubung, maka terdapat lintasan P yang memuat titik vi dan vj. Dengan tidak 
mengurangi perumuman pembuktian dimisalkan titik vi dan vj adalah titik ujung 
dari lintasan P. Karena T tidak memuat siklus, maka tidak terdapat lintasan lain 
yang memuat titik vi dan vj. Berarti setiap dua titik pada T hanya termuat pada 
hanya satu lintasan di T .   
 
Teorema 4.4.2 Jika G  adalah graf yang memiliki p  titik, maka pernyataan-
pernyataan berikut adalah eqivalen.  
1. Jika G  adalah pohon, maka G  memiliki 1p  sisi dan tidak memiliki 
siklus. 
2. Jika G  adalah graf terhubung dan memiliki 1p  sisi, maka setiap dua 
titik simpul dari G  dihubungkan oleh tepat satu lintasan. 
3.  Graf G tidak memiliki siklus, dan jika pada G  ditambahkan satu sisi x 
yang mengaitkan dua titik di G yang tidak bertetangga, maka xG   
memiliki tepat satu siklus. 
Bukti.  
1  2  Misalkan G  adalah pohon berorde p  yang memiliki 1p  sisi dan tidak 
memiliki siklus. Akan ditunjukkan G  terhubung dan setiap dua titik pada G  
dihubungkan oleh tepat satu lintasan.  Terbukti menurut definisi dan Teorema 
4.4.1. 
          
2  3  Misalkan G  terhubung dan setiap dua titik pada G  dihubungkan oleh 
tepat satu lintasan.  Akan ditunjukkan bahwa jika ditambahkan satu sisi x yang 
mengaitkan dua titik di G yang tidak bertetangga, maka xG   memiliki satu 
siklus.  
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Misalkan u dan v adalah dua titik pada G yang tidak bertetangga dan P 
adalah lintasan pada G yang menghubungkan titik u dan v.  Tulis V(P)= {u=v1, v2, 
..., vp-1, vp = v} dan x = uv. Maka pasangan (V(P),E(P)  {x}) merupakan suatu 
graf baru. Tulis C = (V(P), E(P)  {x}). Menurut Definisi 1.3.2, graf C = xP    
dan menurut Definisi 2.1.2, graf C merupakan graf siklus, yakni graf yang hanya 
terdiri dari satu siklus. Karena P adalah subgraf pada graf G, maka C adalah 
subgraf pada xG  . Jadi graf xG   memiliki tepat satu siklus.        
 
3  1 Diketahui graf G tidak memiliki siklus, dan jika pada G  ditambahkan satu 
sisi x yang mengaitkan dua titik di G yang tidak bertetangga, maka xG   
memiliki tepat satu siklus. 
 Akan ditunjukkan bahwa G adalah graf pohon berorde p dan memiliki p – 1 sisi.  
 Andaikan G bukan pohon. Karena G tidak memiliki siklus, maka G tak 
terhubung. Berarti G terdiri atas dua atau lebih komponen. Misalkan terdapat dua 
titik, sebut r dan s di G berada paka komponen yang berbeda. Misalkan titik r di 
komponen G1 dan titik s berada pada komponen lainnya sebut G2. Maka sisi xy 
pada graf (G1G2 )+{rs} merupakan jembatan. Dan setiap jembatan tidak terletak 
pada suatu siklus. Karena G tidak memuat siklus,maka G1 dan G2 juga tidak 
memuat siklus. Karenanya, graf (G1G2 )+{rs} juga tidak memuat siklus. Karena 
kasus ini berlaku pada setiap dua kom[onen di G, maka dapat disimpulkan bahwa 
G+{rs} juga tidak memuat siklus. Hal ini kontradiksi dengan xG   memiliki 
tepat satu siklus. Jadi mestilah G terhubung. Karena G terhubung dan tidak 
memuat siklus, maka disimpulkan graf G adalah graf pohon. Misalkan graf G 
berorde p dan P1: v1, v2, ..., vj-1, vj  adalah lintasan terpanjang pada G. Jika j = p, 
maka menurut definisi lintasan P1 memiliki panjang j – 1= p – 1. Jika j < p, maka 
titik vi untuk i < j memiliki tetangga yang jumlahnya sebanyak p – j. Ini artinya 
ada penambahan sisi sebanya p – j. Dengan demikian, banyaknya sisi pada graf G 
adalah (j – 1) + (p – j) = p -1.  
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4.4.1  Pohon Berakar  
 
Berikut ini pembahasan lebih lanjut mengenai graf pohon. Akan didefinisikan 
beberapa istilah penting pada graf pohon berakar yang nantinya akan digunakan 
pada pohon traversal pada Subbab berikutnya.  
 
Definisi 4.4.1.1 : Daun 
Daun adalah semua simpul yang derajatnya satu atau simpul yang berada pada 
tingkat terendah dari pohon. Seringkali, daun merupakan simpul terjauh dari akar 
 
Dalam teori graf, daun adalah sebuah simpul dengan derajat 1 selain akar (kecuali 
jika pohonnya hanya memiliki satu sudut; maka akarnya adalah daunnya juga). 
Setiap graf pohon memiliki setidaknya satu daun. 
 
Definisi 4.4.1.2 : Simpul Dalam (Internal Nodes) 
Misalkan graf T  adalah graf pohon, maka simpul dalam adalah semua simpul dari 
graf pohon yang memiliki daun dan bukan merupakan daun.  
 
Definisi 4.4.1.3 : Subpohon (Subtrees) 
Misalkan graf T  adalah graf pohon, ,maka subpohon (Subtrees) adalah suatu 
bagian dari graf  pohon T  yang dapat dilihat sebagai sebuah pohon lain yang 
berdiri sendiri.  
 
Pada gambar II.5 di bawah ini adalah sebuah graf pohon. Sesuai dengan definisi 
2.10 – 2.12 maka simpul – simpul M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, W, X, Y dan Z 
adalah daun. Simpul internalnya adalah F, G, H, I, J, K dan L dan graf tersebut 
dapat dipisah – pisah menjadi empat buah subpohon yang berawal dari B, C, D 
dan E. 
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PERTEMUAN 4 
ISOMORFISMA  dan MATRIKS (bahan Ujian dan Kuis) 
Isomorfisma dalam teori graf memiliki konsep yang serupa dengan konsep 
isomorfisma di aljabar. Selain dengan melakukan pemetaan satu-satu dan 
mengurutkan barisan derajatnya, matriks juga dapat dipakai untuk mengetahui 
isomorf atau tidaknya dua graf.  
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Materi pembelajaran pada pertemuan ke-4 ini adalah konsep isomorfisma dan 
matriks dalam graf 
SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan Mahasiswa  dalam memahami konsep isomorfisma dalam graf 
Kemampuan mahasiswa menentukan matriks dari suatu graf  
Kemampuan mahasiswa dalam mengaplikasikan matriks 
 
KEGIATAN BELAJAR 
Pendahuluan 
Setelah mahasiswa mempelajari konsep isomorfisma dan matriks dalam graf, 
mahasiswa diharapkan bisa mengetahui dua graf isomorf melalui matriks 
masing-masing graf.  
Uraian Materi 
 Isomorfik. Dua graf (V(G1),X(G1)) dan (V(G2),X(G2)). Suatu pemetaan 
satu-satu   dari V(G1) ke dalam V(G2) dikatakan isomorphisme dari 
(V(G1),X(G1)) kedalam (V(G2),X(G2)), jika untuk masing-masing 
pasangan (vi,vj) V(G1), (vi,vj) X(G1), maka                      Dua 
graf G1 dan G2  dikatakan isomorphik, jika ada isomorphisme antara G1 
dan G2. Contoh graf isomorphik diberikan pada Gambar 4.  
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Dari Gambar 4, G1 dan G2 dikatakan isomorphik karena  terdapat pemetaan satu-
satu antara titik-titik graf G1 dan titik-titik graf G2, sehingga setiap dua titik yang 
bertetangga di G2 prapeta kedua titik tersebut juga bertetangga. Misalkan 
diberikan dua graf G1 = (V(G1),X(G1)) dan G2 = (V(G2),X(G2)). dengan V(G1) = 
{v1, v2, ..., v6} dan V(G2) = {u1, u2, ..., u6} seperti pada Gambar 1.5.1.  Definisikan 
pemetaan   sebagai berikut:         ,          ,         ,          , 
        , dan         . Dapat diperiksa bahwa :          dan       
   bertetangga, juga    dan    bertetangga;            dan            
bertetangga, juga    dan    bertetangga;           dan            
bertetangga, juga    dan    bertetangga. Demikian pula dengan            
bertetangga dengan          ,          dan         . Dapat diperiksa 
bahwa     juga bertetangga dengan    ,   , dan     . Hal yang sama terjadi pada 
titik   , Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa setiap pasangan vi,vj V(G1), 
dengan (vi,vj) X(G1) mengakibatkan                      Jadi terdapat 
isomorfisma antar G1 dan G2. Dengan kata lain  G1 isomorphik  dengan G2.  
 
MATRIKS GRAF 
Kadang-kadang penyajian suatu matriks dapat mempermudah seseorang untuk 
menganalisah suatu graf, apabila analisa itu memerlukan perhitungan. Matriks 
ketetanggaan (adjacency matrix) dan matriks keterkaitan (incidence matrix) 
u2 
u1 u5 
u4 
u6 
u3 
G2: 
V2 V3 
V4 V5 V6 
G1: 
V1 
Gambar 4 
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adalah istilah matriks dalam graf dengan bentuk tertentu. Adapun bentuk atau 
definisinya dapat dilihat pada penyajian berikut. 
    Definisi Matriks Ketetanggaan  
Matriks keteangaan A(G) = (aij) dari suatu graf berlabel G dengan n titik 
adalah matriks berukuran nxn, dengan  
  
         
   jika    bertetangga dengan    
                                    untuk hal lain.
    
 
  
                                    
 
   
 
 
 Matriks ketetanggaan dari graf di atas adalah 
                                                              v1    v2  v3   v4   v5   
                                                     
       
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Definisi Keterkaitan  
Matriks keterkaitan B = (bij) dari suatu graf berlabel dengan p titik simpul dan q 
sisi, adalah matriks berukuran qxp, dengan bij= 1 jika ei terkait dengan vj dan bij= 
0 untuk hal yang lain.      
Contoh. Pandang graf berikut. 
                           V1     e1            v 
 
                          V3      e4            v4    
v1 
v4 
 v3 v5 
V1 
V2 
V3 
V4 
V5 
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Matrik keterkaitan dari graf di atas adalah 
                                              v1          v2        v3         v4 
                                  e1            1           1          0          0                           
           B=     e2            0           1          1          0                      
            e3            1           0          1          0                              
            e4            0           0          1          1                                    
Rangkuman 
        Dua graf isomorf atau tidak dapat diketahui dengan melihat bentuk 
matriks ketetanggaannya.  
Soal 
 
1. Buat matriks ketetanggaan dari graf C4 dan K2,2. Melalui kedua matriks 
ketetanggan terebut, tentukan apakah graf  C4 dan K2,2 isomorf. 
2. Misalkan E adalah matriks keterkaitan dari K4, tentukan EE
T
. 
          
Rangkuman 
Dua graf isomorf atau tidak dapat diketahui dengan melihat bentuk matriks 
ketetanggaannya.  
Soal tes formatif 
1. Buatlah pemetaan satu-satu dari himpunan titik graf siklus dengan 4 
titik (C4 ) ke himpunana titik graf bipartit lengkap K2,2 . Selanjutnya,  
tentukan apakah graf  C4 dan K2,2 isomorf. 
2. Tunjukkan bahwa kedua graf berikut tidak isomorfik. 
 
 
 
G1: 
G2: 
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PERTEMUAN 5 
ENUMERASI (BAHAN KUIS 10%) 
5.1 RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Materi pembelajaran pada pertemuan ke tiga ini adalah Enumerasi dalam graf 
meliputi aplikasi teorema Caylay dan Teorema Matriks Pohon 
5.2 SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan Mahasiswa  dalam menghitung banyaknya pohon perentang dari 
suatu graf dengan menggunakan teorema matriks pohon. 
Kemampuan mahasiswa mengaplikasikan teorema Caylay  
Kemampuan mahasiswa dalam berinteraksi dengan lingkungan sekitarnya 
 
5.3 KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Enumerasi adalah menghitung. Jadi enumerasi graf pohon adalah menghitung 
banyaknya subgraf pohon dari suatu graf. Setelah mahasiswa mempelajari 
konsep enumerasasi, mahasiswa memahami subgraf pohon dan menghitung 
banyaknya graf pohon dengan menggunakan teorema matriks pohon. 
Mahasiswa juga mengetahui kaitan antara teorema Caylay dan teorema 
matriks pohon. 
  
B. Uraian Materi 
Perentangan Dan Enumerasi                   
Misalkan graf G adalah graf terhubung dengan p titik dan q sisi. Pada G kita 
dapat melenyapkan satu sisi x, sehingga G-x masih tetap merupakan graf 
terhubung. Graf G-x disebut subgraf perentang. Hal ini telah disinggung pada 
beberapa minggu yang lalu. Selanjutnya, jika G memuat siklus dan kemudian 
dilakukan pelenyapan satu sisi pada siklus tersebut dan seterusnya sehingga 
subgraf yang terakhir tidak memuat lagi siklus, maka subgraf terakhir tersebut 
disebut pohon perentang. Jika dilakukan lagi hal yang sama yakni 
menyelenyapkan beberapa sisi lagi dan berbeda dengan yang sebelumnya akan 
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diperoleh lagi pohon perentang yang lain.  Jika proses pelenyapan sisi-sisi 
dilakukan berulang-ulang akan diperoleh beberapa pohon perentang dari G. 
Banyaknya pohon perentang yang diperoleh dapat dihitung dengan 
menggunakan teorema matriks pohon 
 
Teorema Matriks Pohon 
Misalkan G adalah graf berlabel terhubung dengan matriks ketetanggaan A. 
Matriks M adalah matriks yang diperoleh dari –A dengan mengganti elemen 
diagonal ke – i dengan derajat vi. Maka semua kofaktor dari matriks M adalah 
sama dan nilainya sama dengan banyaknya pohon perentang dari G.  
Bukti. 
1. Kita akan memulai pembuktian ini dengan membuat matriks baru E=(eij) 
dari G, yakni diperoleh dari matriks keterkaitan B dengan mengganti salah 
satu angka 1 pada setiap kolmnya dengan -1. Anggota baris ke-i dan 
kolom ke-j dari EE
T
 adalah ei1ej1+ei2ej2+...+eiqejq, yang jumlahnya 
sama dengan derajat vi jika vi=vj. Apabila vi bertetangga dengan vj 
nilainya -1, dan 0 untuk hal lainnya. Akibatnya EE
T
=M.  
2. Pandanglah suatu submatriks dari E yang memuat p-1 kolom.submatriks 
berorde px(p-1) ini bersesuaian dengan suatu subgraph perentang H dari 
graph tersambung G yang memiliki p-1 rusuk. Apabila sebarang baris dari 
submatriks tersebut dikeluarkan, katakanlah baris ke-k, maka akan 
diperoleh suatu matriks bujur sangkar F yang berorde (p-1) x (p-1). Jika 
subgraph perentang H bukan pohon, berarti H memiliki jalan lingkar, 
sebab H memiliki p titik simpul dan p-1 rusuk.menurut teorema 4, | det F | 
= 0. Jika subgaraph perentang H merupakan pohon, maka menurut 
teorema 5, | det F | = 1. Dengan demikian | det F | sama dengan | det F
T
 | = 
1.  
                  Untuk memudahkan mengikuti jalan pikiran di atas diberikan suatu 
contoh sebagai berikut:pandanglah graph G pada  berikut. 
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                                               V1                   X4                 V4                 
                                               X1                                                 X3 
                                    G: 
                                               V2                         X2                       V3 
     
Gambar 5.1. Gambar G = K4-x 
 
Matriks keterkaitan dari  G adalah  
 
                                          x1              x2           x3             x4             x5 
                               V1         1                0             0              1                1 
                              V2         -1               1             0              0                 0  
                    E    =  v3          0             -1             1              0                -1 
                               V4         0             0            -1               -1              0              
 
 Dan  
                                     3             -1             -1            -1 
                                    -1              2             -1            0 
                     EE
T
 =      -1             -1             3            -1    
                                     -1             0              -1           2 
 
Jika kolom ke-2 dan kolom ke-3 pada matriks E dihilangkan, diperoleh suatu 
submatriks E1 yang memuat p-1 kolom. Karena p=4, maka submatriks E1 yang 
berorde px(p-1) adalah 
 
X5 
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                                          1             1           1 
                                         -1             0           0 
                     E1 =              0            0           -1    
                                           0          -1            0 
 
Subgraf E1 bersesuaian dengan satu subgraf perentang dari G. Sekarang kita akan 
membentuk matriks bujursangkar F dengan menghilangkan salah satu baris E1, 
katakanlah baris ke-2. Bentuk matriks F adalah  
 
 
                                          1             1           1 
                     F    =              0            0           -1    
                                           0          -1            0 
 
Pada matriks F dapat dilihat bahwa F=1. Karena F=1, maka subgraf 
perentang dari G yang bersesuaian dengan E1 merupakan pohon. Bentuk subgraf 
pohonnya dapat dilihat seperti berikt. 
                                 v1        x4      v4  
                                
                                  x1            x5   
                    H: 
                               v2                    v3        
  
Subgraf perentang H diperoleh dengan menghilangkan sisi x2 dan x3 pada graf G. 
Hal ini bersesuaian dengan menghilangkan kolom ke 2 dan kolom ke-3 matriks E.  
43 
 
3. Pembuktian terakhir teorema matriks pohon adalah menggunakan teorema 
Binet –Cauchy tentang hukum determinan matriks.     
Teorema binet-cauchy mengatakan bahwa “Jika A dan B adalah dua matriks yang 
berorde nxn, dan jika k = n, maka det (AKxN BNxK) =  det AKx]. Det BIxK”. 
Dengan K=1, 2, 3 . . . , k . Jika k=m, maka determinan pada teorema ini adalah 
determinan perkalian dua matriks bujursangkar.  
Suatu graph tersambung dengan titik simpul V1, V2, . . . , V3, . . . , Vm, dan rusuk 
X1, X2, . . . , Xn ; m = n . sehingga matriks E dari graph tersebut adalah berorde 
mxn. Dari matriks EMxN , kita membuat submatriks E1 yang berorde m x (m-1) . 
jika salah satu baris dari E1 dilenyapkan diperoleh matriks bujursangkar F yang 
berorde x (m-1) . untuk teorema Binet-Cauchy: AKxI = F, sedangkan BIxK = F
T
 . 
dengan mengingat bahwa penghilangan salah satu baris dan kolom pada matriks 
M adalah bersesuaian dengan FF
T
 . berarti sebarang kofaktor dari M sama dengan 
det FF
T
 . menurut Binet-Cauchy: det(FF
T
) = det F . det F
T
 . hal ini menunjukkan 
bahwa jumlah perkalian dari semua determinan utama F dan F
T
 sama dengan nilai 
kofaktor elemen utama dari M sedang F bersesuaian dengan pohon perentang dari 
G, jika |det F| = 1 . Jadi terbukti bahwa banyaknya pohon perentang dari G sama 
dengan nilai sebarang kofaktor dari M. 
Pada gambar 3.1 . Matriks M dari graph tersebut adalah  
M =  
 
  
  
 
    
   
       
      
  . . . . . . . . . . . (4)  
 
Kofaktor dari elemen 2, 3, pada matriks M adalah  
 
 -  
     
      
    
  = 8 . Jadi bayaknya  pohon perenrentang dari graph G pada  
 
Gambar 3.1 adalah 8 kedelapan pohon perentang tersebut dapat dilihat pada  
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gambar berikut ini.                                                                                                                                                                                                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
Enumerasi graf adalah menghitung banyaknya graf berlabel yang tidak isomorfik. 
Konsep enumerasi ini penting karena banyak masalah nyata dapat diselesaikan 
melalui konsep ini. Misalnya; berapa banyak molekul kimia yang rumusnya 
C8H18? Berapa banyak rencana arsitektur lantai gedung yang memenuhi sifat-sifat 
tertentu? Dan lain-lain.  
Contoh enumerasi atau menghitung banyaknya graf berlabel yang tidak isomorfik 
untuk graf degan tiga titik simpul dapat dilihat sebagai berikut.  
 
 
1 
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 
2 3 2 3 
 1 1 1 1 1 
1 1 
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Menghitung banyaknya graf sederhana berlabel dengan n titik dapat dilakukan 
yakni menggunakan konsekwensi Lema Jabatan Tangan . Banyaknya sisi yang 
mungkin adalah n(n-1)/2 dan setiap sisi ada atau tidak ada mengatakan ada 2 
kemungkinan. Jadi banyaknya graf sederhana berlabel yang tidak isomorfik 
adalah 2
n(n-1)/2
 . Sedangkan banyaknya graf tak berlabel yang tidak isomorfik lebih 
kecil karena labelnya tidak berpengaruhlagi. Contoh, banyaknya graf sederhana 
tak berlabel dengan 3 titik simpul hanya 4 yakni: 
 
Soal.  Hitung berapa banyak pohon perentang dari graf K7-e, e sisi di graf lengkap 
K7. 
Umpan Balik.  
Banyaknya pohon perentang dari suatu graf lengkap sama dengan banyaknya 
pohon berlabel berorde tertentu yang tidak isomorf. Banyaknya pohon berlabel 
yang tidak isomorf dapat dihitung dengan menggunakan teorema Caylay. Ini akan 
dipelajari pada pertemuan berikutnya.                                               
Soal-Soal 
1. Hitung berapa banyak graf dengan 4 titik, dan gambarkan grafnya. 
2. Hitung berapa banyak graf berlabel dengan 4 titik, kemudian gambar 
grafnya. 
3. Hitung berapa banyak pohon berlabel dengan 4 titik. Gambar grafnya. 
Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and 
algorithmic Graph Theory, McGRAW-HILL. 
2. Harary, Frank (1972) “Graph Theory”, Addison-Wesley Publishing 
Company. 
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3. Hasmawati, Bilangan Ramsey untuk graf gabungan bintang, Disertasi 
Jurusan Matematika FMIPA ITB, tahun 2008. 
4. Reinhard Diestel (2000), Graph Theory: Graduste Texts In 
Mathematics, Springer. 
5. Wataru Mayeda (1972), Graph Theory, WILEY-INTERSCIENCE. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
47 
 
PERTEMUAN 6 
TEOREMA CAYLAY (Bahan Tugas Kelompok ) 
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Materi pembelajaran pada pertemuan ke 6 ini adalahlanjutan dari materi 
Enumerasi, yakni membahas teorema Caylay dan kaitannya dengan Teorema 
Matriks Pohon. Materi ini juga adalah bahan kuis.   
SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan mahasiswa mengaplikasikan teorema Caylay  
Kemampuan mahasiswa dalam berinteraksi dengan lingkungan sekitarnya 
 
KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Enumerasi adalah menghitung. Jadi enumerasi graf pohon adalah menghitung 
banyaknya pohon berlabel orde tertentu yang tidak isomorf. Setelah 
mahasiswa mempelajari konsep enumerasasi, mahasiswa bisa menghitung 
banyaknya subpohon perentang dari suatu graf lengkap dan juga mengetahui 
kaitan antara teorema Caylay dan teorema matriks pohon. 
  
B. Uraian Materi 
Teorema Caylay 
Sebagaimana telah disinggung pada pertemuan sebelumnya bahwa 
Teorema Cayley dapat digunakan untuk menghitung banyaknya pohon berlabel 
dengan p titik yang tidak isomorf, sedangkan Teorema Mtriks Pohon dapat 
digunakan untuk menghitung banyaknya pohon perentang dari suatu graf 
terhubung berlabel. Berikut ini akan dikaji Teorema Cayley dan  Teorema Matriks 
Pohon, serta kaitan kedua teorema tersebut. 
 
Teorema 5.4.2 . Teorema Caylay  
Banyaknya pohon berlabel yang berbeda dengan p titik adalah p
p-2
.  
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Bukti. 
Di atas telah dijelaskan bahwa setiap pohon perentang dari suatu graf lengkap 
berorde p berkorespondensi satu-satu dengan suatu pohon berloabel berorde p. 
Karena itu teorema Caylay (Teorema 5.4.2) dapat dibuktikan dengan 
menggunakan Teorema Matriks Pohon yakni graf G adalah graf lengkap atau G = 
Kp.. 
 
Matriks ketetanggaan graf lengkap Kp adalah graf berorde p x p yang semua 
elemen-elemnnya 1 kecuali elemen diagonal ke-i yang bernilai 0, seperti berikut. 
 
Apxp= 
 
 
 
 
 
     
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
Selanjutnya, dibentuk matriks M dari martiks –A yang elemen diagonal ke-i 
diganti dengan derajat titik ke-i atau vi, yakni seperti berikut:  
 
Mpxp= 
 
 
 
 
 
          
           
  
 
  
  
 
  
   
 
  
 
 
 
  
 
    
 
 
 
 
 
 
Kofaktor sembarang elemen-elemen dari matriks M adalah determinan matriks 
berorde p-1 x p-1. Misalkan kofaktor elemen 1.1, yaitu determinan matriks 
berprde p-1 x p-1 yang semua elemen-elemen diagonalnya adalah p-1 dan lainnya 
adalah -1. Dengan menggunakan salah satu metode dalam mencari determinan, 
sebutlah itu metode Gauss, maka diperoleh matriks segitiga bawah atau segitiga 
atas yang elemen-elemen diagonalnya adalah p, kecuali elemen baris pertama 
adalah 1, yang berarti elemen diagonal pertama adalah 1. Dengan demikian, 
banyaknya elemen diagonal yang bernilai p adalah p-2, sehingga diperoleh nilai 
determinan sebanyak p
p-2
.  
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Daftar Pustaka  
1. Chartrand,G. Dan Lesniak, L., Graphs & Digraphs, Chapman & 
Hall/CRC, Third Edition (1996) 64-67.   
2. Harary, F., Graph and matrices, SIAM Review 9 (1967) 83-90. 
  
Soal . 
Buat sinopsis tentang kaitan antara Teorema Caylay dengan teorema Matriks 
Pohon 
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PERTEMUAN 7.  
KETERHUBUNGAN (bahan ujian) 
 
 Pengetahuan tentang keterhubungan titik diperlukan untuk mengetahui 
apakah suatu graf memuat semua siklus, atau hanya siklus tertentu seperti 
siklus terkecil atau siklus terbesar.  
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
Keterhubungan dalam graf terbagi atas dua yakni keterhubungan titik atau 
keterhubungan sisi. Graf terhubung memiliki blok-blok dan hanya terdidi atas 
komponen. Karena itu pada pertemuan ini, juga dijelaskan tentang pengertian 
blok. 
 
SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan mahasiswa dalam memahami pengertian  keterhubungan titik. 
Kemampuan mahasiswa dalam memahami pengertian keterhubungan sisi 
 
KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
        Pada Bab IV telah dijelaskan bahwa suatu graf dikatakan terhubung  jika 
untuk setiap dua titik   dan   pada graf tersebut terdapat suatu lintasan yang 
memuat   dan  . Pada bab ini dibahas konsep keterhubungan yakni pelenyapan 
beberapa titik atau sisi pada suatu graf namun graf tersebut masih tetap terhubung. 
Dalam beberapa buku teks teori graf diperkenalkan dua macam keterhubungan 
yakni keterhubungan titik dan keterhubungan sisi.   
B. Uraian Materi 
Misalkan        adalah suatu graf berorde   dan     . Himpunan   
disebut                jika untuk setiap dua titik        berlaku         . 
Misalkan   adalah himpunan bebas dari  . Jika untuk setiap himpunan bebas   
dari   berlaku        , maka   disebut himpunan bebas terbesar dari  . 
Kardinalitas himpunan bebas terbesar dari   dinotasikan dengan     . Sebagai 
contoh           dan        
 
 
 .  
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Contoh 6.1.1. Perhatikan graf G berikut dan tentukan     .  
 
 
Himpunan titik bebas graf G pada Gambar 6.1.1 adalah sebagai berikut:  
H1 = {1, 3, 7,9}, H2 = {2, 5, 6,8, 10}, dan H3 = {4, 1, 6,8,10}. Jadi       .  
Misalkan      dan   terhubung. Misalkan pula         dan 
          Himpunan   disebut himpunan titik pemisah dalam  , jika     
bukan graf terhubung. Secara serupa, himpunan   disebut himpunan sisi 
pemisah  dalam    jika     juga bukan graf terhubung. Misalkan   dan   
berturut-turut merupakan himpunan titik pemisah dan himpunan sisi pemisah. Jika 
      dan      , maka   disebut              (cut vertex) dan   disebut 
         (bridge). Graf pada Gambar 6.1 tidakmemiliki jembatan  tetapi 
memiliki titik potong yaitu titik 3 dan himpunan sisi pemisah yakni B = {23, 34} 
atau B1= {23, 34, 36}. Sedangakan himpunan titik pemisah diantaranya A1={3}, 
A2 ={2, 3, 4}, dan lain-lain.  
Blok 
Selain titik potong atau jembatan,juga dikenal adanya istilah blok dalam graf. Jika 
kita memperhatikan suatu graf yang memuat titik-titik potong, kemudian graf 
tersebut kita partisi menjadi subgraf-subgraf terhubung yang tidak memuat titik 
potong, maka subgraf-subgraf tersebut diaebut blok. Sebelum mendefinisikan 
blok terlebih dahulu didefinisikan graf nonseparable. Graf nonseparable adalah 
graf terhubung nontrivial yang tidak memuat titik potong, seperti graf 
lengkap,graf siklus, dan  graf roda.   
 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 
 
6 
 
7 
 
8 
 
9 
 
1
0 Gambar 6.1.1 
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Graf pada Gambar 621.1 adalah graf yang bukan non separable karena memuat 
titik potong yaitu titik r dan titik s. Graf ini, juga memiliki jembatan yakni sisi us 
dan sisi rs. 
 Pada pengertian blok termuat istilah subgraf sejati (proper subgraph). 
Karena itu, sebelum mendefinisikan blok terlebih dahulu didefinisikan subgraf 
sejati.Misalkan G dan H  adalah graf. Jika H   G, maka H disebut subgraf sejati 
dari graf G. Sebagai contoh, perhatikan graf pada Gambar 6.2.2.   Graf H adalah 
subgraf sejati dari G. 
  
 
Definisi 6.2.1 Misalkan H adalah subgraf nonseparable dari graf G. Jika subgraf H 
bukan subgraf sejati dari sembarang subgraf nonseprable lainnya dari G, maka 
subgraf H disebut blok pada graf G. 
 
  G: 
  H: 
  Gambar 6.2.2 Subgraf sejati 
  u   v 
 Gambar 6.2.1 Graf bukan 
nonseparable 
u 
s  r 
  G : 
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Contoh 6.2.1 Subgraf-subgraf berikut merupakan blok-blok  graf G pada Gambar 
6.2.1 
 
 
Namun subgraf nonseparable C dan D berikut bukan blok dari graf G pada 
Gambar 6.2.1, karena C merupakan subgraf sejati dari subgraf A dan D 
merupakan subgraf sejati dari B.   
 
 
6.3 Keterhubungan Titik 
Misalkan        adalah graf sebarang dan   adalah suatu bilangan asli. 
Graf   disebut          -   ( -            jika       dan     terhubung 
untuk setiap      dengan      . Keterhubungan (connectivity)  graf G 
dinotasikan      adalah bilangan bulat terbesar  k  sehingga graf G merupakan 
graf terhubung–  . Jelas,        jika hanya jika   tak terhubung dan       
   .    
 
   Menurut pengertian di atas, suatu graf adalah terhubung-2, jika 
dilenyapkan sembarang 1 titik, akan dihasilkan subgraf yang masih terhubung.  
Graf G pada Gambar 6.2.2 adalah graf terhubung-2 juga terhubung-1, tetapi tidak 
terhubung-3 karena apabila dilenyapkan dua titik secara sembarang,  subgraf yang 
dihasilkan tidak semuanya terhubung. Misalnya titik u dan v dilenyapkan, maka 
subgraf yang dihasilkan sudah tak terhubung. Jadi Graf G pada Gambar 6.2.2 
C 
D 
u 
s 
 r  r s s 
s 
  A   B 
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merupakan graf dengan       . Contoh graf terhubung-3 dapat dilihat pada 
Gambar 6.3.1 berikut.    
   
 
    
  6.4 Keterhubungan Sisi 
Pengertian keterhubungan sisi serupa dengan pengertian keterhubungan 
titik. Perbedaannya adalah yang satunya titik dan yang satunya lagi sisi. Misalkan 
       adalah graf sebarang dan   adalah suatu bilangan asli. Graf   disebut 
              -   jika          dan     terhubung untuk setiap         
dengan      . Keterhubungan sisi graf G dinotasikan      adalah bilangan 
bulat terbesar  k  sehingga graf G merupakan graf terhubung sisi–  . Jelas, 
       jika hanya jika   tak terhubung dan          .    
 
   Menurut pengertian di atas, suatu graf adalah terhubung sisi-2, jika 
dilenyapkan sembarang 1 sisi, akan dihasilkan subgraf yang masih terhubung.  
Graf G pada Gambar 6.2.2 adalah graf terhubung sisi-2 juga terhubung-1, tetapi 
tidak terhubung-3 karena apabila dilenyapkan dua sisi secara sembarang,  subgraf 
yang dihasilkan tidak semuanya terhubung. Jadi Graf G pada Gambar 6.2.2 
merupakan graf dengan       . Contoh graf terhubung sisi-3 dapat dilihat pada 
Gambar 6.3.2 berikut.    
 
 
 
 
  G: 
  Gambar 6.3.1 Graf terhubung-3 
  u 
  v 
  
w 
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Soal tes formatif 
1. Tentukan       . 
2. Berikan contoh graf yang terhubung-4. 
3. Berikan contoh graf dengan          
4. Apakah graf lengkap orde 6 merupakan graf terhubung-4? 
 
Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and 
algorithmic Graph Theory, McGRAW-HILL. 
2. Harary, Frank (1972) “Graph Theory”, Addison-Wesley Publishing 
Company. 
3. Hasmawati, Bilangan Ramsey untuk graf gabungan bintang, Disertasi 
Jurusan Matematika FMIPA ITB, tahun 2008. 
4. Reinhard Diestel (2000), Graph Theory: Graduste Texts In 
Mathematics, Springer. 
 
 
 
  G: 
  Gambar 6.3.2 Graf terhubung sisi-3 
  e1 
  e2 
  e3 
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PERTEMUAN 8  
Pembahasan soal-soal dan Pelaksanaan Kuis (waktu kuis hanya 10 menit) 
 
3.1 SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan mahasiswa dalam mengingat dan mengembangkan materi 
pembelajaran dari pertemuan I sampai pertemuan ke-7. 
 
3.2 KEGIATAN  
Bahas soal 
15 menit sebelum berakhir waktu kuliah dilaksanakan Kuis dengan waktu 
10 menit. Bahan kuis adalah Enumerasi.  
Sebelumnya kita akan bahas soal-soal terkait  isomorfisma, matriks, 
keterhubungan dan enumerasi. Ini semua merupakan bahan ujian yang akan 
dilaksanakan pada pertemuan berikut atau pertemuan ke-9.  
 
Tulis soal berikut dan jawab waktu kerja selama 1 jam.  
1. Misalkan diberikan graf dengan V(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} dan E(G) = {13, 
15, 16, 24, 26, 56}.  Diberikan pula dua graf H1 dan H2 dengan 
himpunan titik berturut-turut V(H1) = {1, 2, 3, 4, 5} dan V(H2) = {1, 2, 3, 
4, 5, 6} serta himpunan sisi berturut-turut E(H1) = {13, 15, 16, 24, 26, 
12} dan E(H2) = {13, 16, 24, 26}. Apakah H1 atau H2 merupakan 
subgraf dari G ? 
2. Gambar graf-graf pada soal no. 1. 
3. Berapa banyak sisi graf lenkap K19? 
4. Misalkan G adalah graf dan        serta       .  Kontruksi graf G 
jika diketahui           dan               ).  
5. Jika suatu graf memiliki        , maka graf tersebut memuat siklus 
tebesar. 
6. Berapa banyak pohon perentang dari graf lengkap berorde 10? 
7. Selidiki apakah dua graf pada gambar berikut isomorf atau tidak. 
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Satu jam berikutnya, kita akan membahas dan menjawab bersama-sama 
soal-soal di atas. 
 
1. Diketahui V(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6},  E(G) = {13, 15, 16, 24, 26, 56}, dan 
V(H1) = {1, 2, 3, 4, 5}, V(H2) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} serta  E(H1) = {13, 15,  
24, 12} dan  E(H2) = {13, 16, 24, 26}.  Ditanyakan apakah H1 atau H2 
merupakan subgraf dari G ? perhatikan bahwa ada anggota E(H1) yakni 12 
bukan anggota E(G). Jadi E(H1) bukan himpunan bagian dari E(G). 
Dengan demikian, graf H1 bukan subgraf dari G. sedangkan untuk graf H2, 
bisa diperiksa bahwa V(H2)  V(G) dan  E(H2)  E(G). Jadi menurut 
definisi, graf H2 merupakan subgraf dari G.      
2. Berikut ini adalah gambar graf  G,  H1 ,  dan graf H2. 
 
3. Menurut definisi derajat, setiap titik pada graf lengkap orde 19 (K19) 
memiliki derajat sebanyak 18.  Dan menurut Teorema 1,          
  
   
G:
P 
 6 
5 
 1 
 2 
 3 
 4 
H1:
P 
5 
 1 
 2 
 3 
 4 
H2: 
 6 
5 
 1 
 2 
 3 
 4 
G: H: 
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  , dengan   adalah banyaknya sisi pada G.  Diperoleh             
atau q            
4. Diketahui           dan               ),        dan 
      .  Ditanyakan kontruksi graf G. Gambar           dan 
              ), berturut-turut sebagai berikut. Graf K1 pada 
    sama dengan titik v dan           akan menghasilkan        Jadi 
             . 
 
5. Diketahui        , akan ditunjukkan graf    siklus tebesar. Misalkan P 
:= u=1, 2 , 3 , 4 , …, k=v adalah lintasan terpanjang di graf  . Jika 
         , maka kemungkinan pertama          Jadi   memuat 
siklus terbesar         .  Kemungkinan yang lain adalah setiap titik 
jk-1di P bertetangga dengan titik v atau titik j+2. Maka siklus terbesar 
adalah C:= u=1, 2, 3, …, j, j+2, j+3,…, k-1, k=v, j+1, …, 1=u.   Jadi G 
selalu memuat siklus terbesar.   
 
Soal Kuis (maks nilai 10) 
1. Misalkan diberikan graf dengan V(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} dan E(G) = {13, 
15, 16, 24, 26, 56}.  Diberikan pula dua graf H1 dan H2 dengan himpunan 
titik berturut-turut V(H1) = {1, 2, 3, 4, 5} dan V(H2) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
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serta himpunan sisi berturut-turut E(H1) = {13, 15, 16, 24, 26, 12} dan 
E(H2) = {13, 16, 24, 26}. Manakah diantara graf H1 atau H2 yang 
merupakan subgraf perentang dari G ? Berikan alasan terkait jawaban 
anda. (nilai maks 3) 
2. Suatu graf diketahu berorde 14 dan berukuran 13. Titik-titik pada graf G 
berderajat 1, 3, 4, dan 5. Jika diketahui 1 titik berderajat 5, dan 1 titik 
berderajat 3, berapakah titik berderajat I dan 4? (nilai maks 3) 
3. Misalkan G adalah graf dan        serta       .  Kontruksi graf G 
jika diketahui           dan               ). (nilai maks 
4) 
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PERTEMUAN 9  
GRAF EULER DAN GRAF HAMILTON 
Bahan Ujian 
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
      Materi Graf Euler dan graf Hamilton yang akan dibahas adlah pengertian 
graf Euler dan beberapa teorema yang merupakan ciri-ciri atau karakteristik 
graf Euler. Demikian halnya untuk graf Hamilton. Akan disajikan pula contoh 
graf Euler yang merupakan graf Hamilton atau sebaliknya. Contoh graf Euler 
yang bukan Hamilton dan sebaliknya. 
SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan mahasiswa dalam menjelaskan pengertian  Graf Euler, dan 
graf Hamilton. Serta mengetahu karakteristik keduanya jenis graf tersebut.  
 
KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Setelah mempelajari materi garf Euler dan graf Hamilton, mahasiswa 
diharapkan mengetahui karakteristik graf Euler dan graf Hamilton, 
sehingga dengan karakteristik tersebut mahasiswa dengan cepat 
mengidentifikasi suatu graf apakah Hamilton,atau Euler atau jenis graf 
khusus yang lain.  
Graph Euler dan Hamilton adalah graf terhubung yang juga memiliki 
karakteristik khusus. Karakter yang dimaksud itu dituangkan dalam bentuk 
teorema, lemma, atau sifat. Setelah mahasiswa mempelajari materi ini, 
diharapkan mahasiswa dapat mengetahui karakteristik dari masing-masing 
graf tersebut sehingga mereka dengan cepat dapat membedakan antara graf 
Euler dan graf Hamilton. Selain itu, juga diharapakan mahasiswa telah 
dapat membedakan kedua jenis graf tersebut dengan beberapa jenis graf 
khusus yang telah dipelajari pada Pembelajaran sebelumnya.  
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B. Uraian Materi 
Graf Euler 
Pada pembelajaran pertama dijelaskan bahwa perintis munculnya bidang 
ilmu teori graf adalah Leonhard Euler yakni ketika beliau membuktikan bahwa 
perjalanan di kota Konigsberg dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu 
kali, tidak dapat dilaksanakan. Dalam pembuktiannya Euler menyederhanakan 
situasi jembatan Konigsberg tersebut menjadi suatu diagram seperti berikut. 
                                      
 
Dengan memperhatikan graf yang dihasilkan ini, terdapat titiknya yang berderajat 
ganji, bahkan semua titik. Berarti jika setiap titik pada suatu graf berderajat genap, 
maka mungkin persyaratan di atas dapat dilakukan. Graf yang demikian itu 
disebut graf Euler. 
 
Teorema  9.1   
Jika G adalah Graph tersambung, ketiga pernyataan dibawah ini adalah 
pernyataan yang ekivalen : 
a) G adalah graph Euler 
b) Setiap titik simpul dari G memiliki derajat yang genap. 
c) Himpunan rusuk-rusuk dari G dapat dipisah-pisahkan menjadi jalan-
jalan lingkar. 
Bukti : 
1. Akan dibuktikan bahwa jika (a) benar maka (b) benar. 
Misalkan Z adalah jalan tapak Euler dari G. karena Z adalah lintasan tertutup, 
maka setiap kali melewati titik simpul dalam Z, akan memberikan dua derajat 
pada titik simpul itu. Z adalah suatu jalan tapak, berarti setiap rusuk muncul 
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sekali saja dalam Z, maka derajat setiap titik simpul dari G adalah genap, 
sebab merupakan kelipatan dari dua. 
2. Akan dibuktikan bahwa jika (b) benar maka (c) benar. 
Jika setiap titik simpul pada G berderajat genap, berarti derajat setiap titik 
simpul pada G paling sedikit dua, sehingga G memuat jalan lingkar Z. 
Pelenyapan rusuk-rusuk dari Z menghasilkan suatu sub graph perentang G1 
yang setiap titik simpulnya masih mempunyai derajat genap. Bila semua rusuk 
dari G1 lenyap, berarti (c) benar.  Bila tidak, berarti G1 masih memuat jalan 
lingkar. Jika pelenyapan rusuk-rusuk pada jalan lingkar tersebut diulangi, dan 
seterusnya, akan diperoleh graph Gn tak terhubung lengkap. Berarti G dapat 
dikelompokkan ke dalam n jalan lingkar. 
3. Akan dibuktikan bahwa jika (c) benar maka (a) benar. 
Misalkan Z1 adalah jalan lingkar dari G. Jika G hanya terdiri dari Z1 saja, 
berarti G adalah graph Euler. Jika Z1 bukan satu-satunya jalan lingkar dari G, 
berarti masih ada jalan lingkar selain Z1, katakanlah Z2 yang bersekutu titik 
simpul dengan Z1. Misalkan v adalah titik simpul persekutuan dari Z1 dan Z2, 
maka lintasan dari v yang terdiri dari Z1 dan Z2, adalah jalan tapak tertutup 
yang memuat semua rusuk dari Z1 dan Z2. Dengan melanjutkan proses ini 
untuk semua jalan lingkar dari G, berarti kita membentuk jalan tapak tertutup 
yang memuat semua rusuk dari G. jadi G alaha graph Euler. 
 
Pernyataan dari Teorema 7.3.4 ekuivalen dengan dua pernyataan berikut:a. Jika G 
adalah graph semi -Euler, maka G memiliki tepat dua titik yang berderajat 
ganjilb.Jika G memiliki tepat dua titik yang berderajat ganjil, maka G adalah 
graph semi-Euler 
Contoh 5 : 
Gunakan teorema 4 untuk menunjukkan manakah dari graph berikut yang 
merupakan graph  
semi-Euler, dan tulis trail terbuka yang berkorespondensi jika memungkinkan. 
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Graf Hamilton 
Dalam sub bab ini, akan di bahas sifat – sifat graf Hamilton. 
Pada pengertian graf Hamilton digunakan untuk mengetahui 
lintasan Hamilton. Karenanya, sebelum membahas graf 
Hamilton terlebih dahulu dibahas pengertian lintasan 
Hamilton. Pengertian lintasan Hamilton secara umum telah 
dibahas sebelumnya. Dalam suatu graf terdapat banyak 
lintasan. Ada lintasan terpendek, ada lintasan terpanjang, dan 
ada lintasan yang memuat semua titik pada graf. 
 Lintasan Hamilton pada suatu graf adalah lintasan yang 
memuat setiap titik dari graf tersebut. Siklus yang memuat 
semua titik pada graf disebut siklus Hamilton. Sedangkan graf 
yang memuat siklus Hamilton dinamakan graf Hamilton 
(Hamiltonian graf). Graf yang memuat lintasan Hamilton 
dinamakan graf semi Hamilton (semi -  Hamiltonian graph). 
Dalam kehidupan sehari- hari  sangat lazim bila kita berpergian dari satu kota 
ke kota lainnya dengan melewati suatu jalan, salah satu cara untuk 
memperkecil biaya perjalanan adalah melewati suatu jalan yang merupakan 
jalan terpendek. Hal yang menarik terkait dengan masalah perjalanan tersebut 
adalah bagaimana cara menentukan jalan yang merupakan jalan terpendek.  
 Jalan yang melewati suatu kota dapat dimodelkan kedalam bentuk graf. 
Dalam hal ini kota dinyatakan sebagai titik dan jalan yang menghubungkan 
dua kota sebagai sisi. Dengan demikian graf dapat didefinisikan sebagai 
berikut : Graf   adalah pasangan himpunan           dengan   himpunan 
tidak kosong yang anggota – anggotanya disebut titik (vertex), dan   adalah 
himpunan pasangan tak berurut berbeda dari    Pasangan tak berurut berbeda 
dari   disebut sisi. Dalam graf dikenal istilah jalan, lintasan, dan jalur. Jalan 
adalah barisan titik dan sisi, lintasan adalah jalan yang setiap titiknya berbeda, 
dan lintasan yang memuat semua titik disebut lintasan Hamilton.  
 Dalam menyelesaikan masalah di atas diperlukan suatu sistem yang dapat 
membantu untuk mencari dan menentukan lintasan sehingga didapat suatu 
jalur yang melewati setiap kota tepat satu kali untuk sampai ke kota tujuan. 
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Dalam ilmu matematika dan statistika salah satu yang dapat digunakan dalam 
menyelesaikannya adalah dengan melakukan kombinasi dari kedua disiplin 
ilmu tersebut. Sehingga dalam tugas akhir ini akan digunakan Ekspektasi dan 
Lintasan Hamilton dalam menyelesaikan masalah tersebut. Pencarian ini akan 
direpresentasikan dalam bentuk graf Lintasan Hamilton. 
 Lintasan Hamilton ialah lintasan yang melalui tiap titik di dalam graf tepat 
satu kali. Lintasan Hamilton akan digunakan dalam menentukan setiap kota 
yang dilewati tepat satu kali untuk sampai ke kota tujuan. Sedangkan 
Ekspektasi merupakan harga harapan atau mean rata – rata dan merupakan 
salah satu konsep dasar yang penting dalam ilmu statistika. 
 Salah satu kasus dalam masalah perjalanan adalah melakukan perjalanan 
dengan mengunjungi setiap kota tepat satu kali yang berawal dari suatu kota 
dan berakhir pada kota tesebut. Masalah diatas dapat diselesaikan dengan cara 
memodelkan kota dan jalan yang menghubungkan menjadi model graf, 
kemudian mencari ada tidaknya lintasan Hamilton pada graf hasil pemodelan. 
1 2 1 2 1 2 
 
 
4 3 4 3 4 3
 
(a) (b) (c) 
   
Gambar 7.2.1  Graf  Hamilton dan non Hamilton    
 
Keterangan Gambar 7.2.1 : Graf (a) adalah graf yang memiliki lintasan 
Hamilton : 3, 2, 1, 4. Graf (b) adalah graf yang memiliki siklus Hamilton : 
1, 2, 3, 4, 1. Graf (c) adalah graf yang tidak memiliki lintasan maupun 
siklus Hamilton. 
 
7.4 soal-Soal 
 
 
C. Penutup 
C.1  Rangkuman 
         Beberapa jenis graf seperti siklus, graf roda tertentu, dan graf lengkap 
orde tertentu merupakan graf Euler atau graf Hamilton. Dengan adanya 
materi graf Euler dan graf Hamilton akan menambah referensi 
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mahasiswa tentang beberapa graf khusus atau kelas graf dalam teori 
graf. 
 
C.2  Soal tes formatif 
1. Gambarkan graf yang merupakan graf Euler. 
2. Ggambarkan graf yang merupakan graf Hamilton. 
3.Gambarkan graf Euler bukan Hamilton. 
4. Gambarkan graf Hamilton bukan Euler. 
5. Gambarkan graf Euler juga Hamilton. 
 
C.4   Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and algorithmic 
Graph Theory, McGRAW-HILL.  
2. Harary, Frank (1972) “Graph Theory”, Addison-Wesley Publishing 
Company. 
3. Reinhard Diestel (2000), Graph Theory: Graduste Texts In Mathematics, 
Springer 
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PERTEMUAN 10. 
 
UJIAN (20 %) 
 
1.  Misalkan G adalah graf dan        serta       .  Kontruksi graf G jika 
diketahui                dan               ).  (maks 5 ) 
2.  Gambarkan graf yang bukan graf Euler juga bukan graf Hamilton. (maks 3) 
3.  tunjukkan bahwa graf siklus  adalah graf yang terhubung-2  
4. Jika suatu graf memuat suatu titik potong, maka graf tersebut bukan graf 
Hamilton. Tunjukkan. (maks 5) 
5. dengan menggunakan matriks, tunjukkan bahwa dua graf berikut tidak isomorf 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
G1: 
G2: 
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PERTEMUAN 11-15. 
PEWARNAAN (BAHAN UNTUK MAKALAH DAN PRESENTASI 40 
%) 
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
         Pewarnaan graf hanya terdiri atas dua macam yakni pewarnaan titik dan 
pewarnaan sisi. Terkadang ada penulis membahas tentang pewarnaan 
wilayah, khususnya ketika objek grafnya adalah graf planar. Walaupun 
demikian, sebetulnya pewarnaan sisi identik dengan pewarnaan titik yakni 
apabila sisi suatu graf ditransformasi menjadi titik dan dua titik bertetangga 
apabila kedua wilayah yang dimaksud berdekatan. 
SASARAN PEMBELAJARAN 
 Kemampuan mahasiswa dalam menemukan satu solusi dari satu masalah ril 
seerhana melalui  pewarnaan titik/ pewarnaan sisi  
7.3 KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
Setiap objek diskrit dapat dinyatakan sebagai titik dan hubungan setiap dua 
objek dinyatakan sebagai sisi. Selanjutnya, sifat hubungan dua sisi dapat 
dinyatakan oleh suatu warna tertentu. Sebagai contoh, suatu tim basket di suatu 
kampung terdiri atas 10 orang. Misalkan ke sepuluh orangtersebut dinyatakan 
sebagai titik dan diberi nama (label) angka yaitu: 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10. Jika 
orang pertama (label 1) memiliki hubungan darah dengan orang kedua (label 2), 
maka titik 1 dan titk 2 dihubungkan oleh satu sisi. Jika orang 1 dan orang 2 
bersepupuh 1 kali, maka sisi penghubung titik 1 dan 2 diberi warna merah. Jika 
bersepupuh dua kali diberi warna biru, dan untuk kasus lainnya diberi warna 
hitam.    
Pewarnaan dalam graf yang sudah lazim dikenal adalah pewarnaan titik dan 
pewarnaan sisi.  
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B. Uraian Materi 
Pewarnaan Titik 
 Pewarnaan titik adalah mewarnai setiap titik pada suatu graf sedemikian 
sehingga setiap dua titik yang bertetangga memiliki warna berbeda. Lebih 
jelasnya, diberikan definisi pewarnaan sisi sebagai berikut.   
Definisi 11.1 
Pewarnaan  titik pada graf G adalah pemberian warna pada himpunan titik V (G) 
dengan aturan setiap titik diberi hanya satu warna dan dua titik yang bertetangga 
diberi warna beda.  
Contoh pewarnaan titik pada graf  diberikan pada Gambar 9.2.1. 
 
 
 
 
 
 
Suatu graf G dikatakan berwarna-k  jika titik-titik pada G dapat diwarnai 
dengan k warna. Bilangan asli terkecil k sedemikian sehingga G berwarna 
k disebut bilangan kromatik  dari G, dan dinotasikan dengan (G).  
Sebagai illustrasi, graf bipartite yang terdiri dari n+m, yang dinotasikan 
Bn,m, mempunyai bilangan kromatik 2 atau ( Bn,m) = 2 dan bilangan 
kromatik untuk graf lengkap Km adalah m, (( Km)=m).  
 Saat ini, pewarnaan graf merupakan salah satu bidang kajian dalam teori 
graf yang banyak mendapat perhatian, sejak Erdos dan Szekeres (1935) 
memperkenalkan bilangan Ramsey dua warna dalam teori graf. Setelah 
itu, variasi dan tipe pewarnaan lain dikaji lebih lanjut oleh Kotzig dan 
Rosa dengan memperkenalkan graceful labelling dengan istilah magic 
valuation. Pada tahun 1973, Burr dan Roberts memperkenalkan pewarnaan 
n warna dalam penentuan bilangan Ramsey n warna. Selanjutnya, 
Korolova dan Hasmawati dkk., mengaplikasikan pewarnaan graf dalam 
penentuan bilangan Ramsey dua warna untuk graf bintang kombinasi graf 
roda.   Penerapan pewarnaan graf untuk menyelesaikan masalah pada 
Gambar  
9.2.1 2.11 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 
2 
1 
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bidang ilmu lain juga belum banyak dilakukan. Baskoro E. T. Dan R. 
Simanjuntak mengaplikasikan pewarnaan graf sebagai struktur dasar 
pembangun skema pembagian rahasia (secret sharing scheme (SSS)). 
Skema dan sofware SSS yang dihasilkan masih terbatas pada struktur 
pewarnaan graf bintang (star). Selanjutnya Sudarsana I W., dkk 
mengembangkan skema dan software SSS tersebut dengan menggunakan 
struktur pewarnaan graf yang lebih umum, yaitu gabungan bintang (star) 
dan bintang ganda (double star).  
 
Teorema 11.1 
Graf G mempunyai bilangan kromatik 2 jika hanya jika G adalah tidak 
kosong dan bipartit.  
 
Bukti.   
Misalkan (G)=2 atau banyaknya warna minimum yang digunakan adalah 
dua, sebut itu warna 1 dan warna dua. Kumpulkan titik-titik berwarna 1 
dengan nama himpunan U dan W adalah himpunan titik yang berwarna 
dua. Menurut definisi pewarnaan titik di partisi U jika mempunyai 
tetangga, maka tetangganya ada di W. Berarti setiap sisi di G mengaitkan 
suatu titik di U dan suatu titik di W. Jadi G adalah graf bipartit. 
 
Definisi 11.2 
Pewarnaan sisi pada graf G adalah pemberian warna pada sisi pada suatu 
graf G, sedemikian sehingga setiap dua sisi yang bertetangga mempunyai 
warna yang berbeda. 
Contoh pewarnaan sisi pada graf diberikan pada gambar  9.2.2. 
 
 
 
 
 
 
 
  
Gambar  
9.2.2 2.12 
1 2 
2 1 
1 
2 3 
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Tugas 
1. Lengkapi bukti Teorema 3. 
2. Masing-masing kelompok membuat makalah tentang pewarnaan dan 
aplikasinya. 
 
Pewarnaan Sisi 
Pada Gambar 2.11 a) Diwarnai dengan tiga warna yaitu warna merah diberi 
lambang 1, warna biru diberi lambang 2, dan warna hijau diberi lambang 3. 
Sedangkan pada Gambar b) Diwarnai dengan dua warna yaitu warna merah diberi 
lambang 1 dan warna biru diberi lambang 2. 
Definisi 11.3 
Pewarnaan sisi pada graf G adalah pemberian warna pada sisi pada suatu graf G, 
sedemikian sehingga setiap dua sisi yang bertetangga mempunyai warna yang 
berbeda. 
Contoh pewarnaan sisi pada graf diberikan pada Gambar 9.3.1. 
 
 
 
 
Pada Gambar 9.3.1 a) diwarnai dengan dua warna yaitu warna merah diberi 
lambang 1 dan warna biru diberi lambang 2. Sedangkan pada Gambar b) diwarnai 
dengan tiga warna yaitu warna merah diberi lambang1, warna biru diberi lambang 
2 dan warna hijau diberi lambang 3.  
Selain kedua pewarnaan diatas, juga terdapat pewarnaan lain diantaranya masalah 
pewarnaan empat warna pada bidang, masalah pewarnaan beberapa warna pada 
suatu graf tertentu sehingga memuat subgraf tertentu yang semua sisinya 
berwarna sama atau semua sisinya berwarna berbeda, dan lain-lain. 
Gambar  9.3.1  Pewarnaan 
Sisi 
1 2 
2 1 
1 
2 3 
a) b) 
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Jenis pewarnaan yang disebut terakhir yang akan digunakan dalam penentuan 
batas bawah bilangan Ramsey. Contoh: Graf K5 pada Gambar 2.13 berikut 
diwarnai dengan dua warna  
yaitu warna biru dan merah sehingga memuat subgraf W4 dengan semua sisinya 
berwarna sama yaitu merah. 
 
 
 
 
 
C.2 Soal tes formatif 
1. Tentukan bilangan kromatik titik dan bilangan kromatik sisi dari graf 
Lengkap. 
2. Tentukan bilangan kromati titik graf bintang dan graf roda. 
3. Tentukan bilangan kromatik graf gabung bintang dan roda 
 
Tugas Kelompok 
Setiap kelompok terdiri atas 3 orang. Masing-masing kelompok mencari 
masalah ril yang diskrit kemudian buat model grafnya. 
 
C.4  Bacaan yang dianjurkan 
1. Gary Chartrand, Ortrud R. Oellermann, (1993), Applied and 
algorithmic Graph Theory, McGRAW-HILL. 
2. Reinhard Diestel (2000), Graph Theory: Graduste Texts In 
Mathematics, Springer. 
3. Wataru Mayeda (1972), Graph Theory, WILEY-INTERSCIENCE. 
4. Sumber lainnya. 
 
 
 
Gambar  9.3.2 
Graf K5 
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PERTEMUAN 16.  
 
PENGANTAR MATERI KONSEP BILANGAN RAMSEY ATAU 
PELABELAN 
 
RUANG LINGKUP MATERI PEMBELAJARAN 
        Teory Ramsey termasuk area penelitian dalam teori graf yang sedang 
berkembang pesat dan mempunyai banyak aplikasi. Dalam makalah Rosta 
(2004) disebutkan bahwa teori Ramsey mempunyai aplikasi pada teori 
bilangan, analisis harmonik, ruang metrik, teori informasi, dan lain-lain. 
Meskipun tergolong area yang baru dalam bidang kombinatorik, khususnya 
dalam teori graf, teori ini telah mendapat perhatian dari banyak peneliti. 
Akibatnya, kajian ini berkembang pesat, (Radziszowski, 2004). 
Teorema Ramsey multiwarna untuk sebarang graf dapat ditulis sebagai 
berikut: Untuk sebarang graf            , terdapat bilangan bulat terkecil 
   sedemikian sehingga  jika semua sisi pada graf lengkap G dengan paling 
sedikit    titik diwarnai dengan k warna, maka terdapat subgraf dari G 
dengan semua sisi berwarna sama isomorfik dengan graf Gi untuk suatu  
i,     . Bilangan                   disebut bilangan Ramsey untuk 
graf            . Untuk    ,              disebut bilangan Ramsey  
graf dua warna  dan untuk    ,              disebut bilangan Ramsey 
graf multiwarna. Jika, untuk setiap i, Gi adalah graf lengkap, maka bilangan 
               disebut bilangan Ramsey klasik, (Hasmawati, 2007). 
a. SASARAN PEMBELAJARAN 
Kemampuan mahasiswa dalam mengintrepretasikan konsep graf kedalam 
masalah ril sehari-hari dan sebaliknya 
b. KEGIATAN BELAJAR 
A. Pendahuluan 
        Bilangan Ramsey klasik atau bilangan Ramsey untuk dua pasang graf 
lengkap dinotasikan  R(   ,    ) adalah bilangan asli terkecil m sehingga 
pewarnaan dua warna, merah atau biru pada semua sisi graf lengkap Km 
menghasilkan subgraf sewarna yang isomorph dengan      atau    . Jika 
grafnya bukan graf lengkap, maka bilangan Ramseynya disebut bilangan 
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Ramsey graf. Salah satu hasil penelitian Jusmawati Massalesse dkk. (2010-
2011)  menyebutkan bahwa bilangan Ramsey klasik dapat digunakan untuk 
mengetahui optimalisasi penggunaan jaringan telekomunikasi pada PT. 
Telkom Makassar. Hasil ini menunjukkan bahwa kajian penentuan bilangan 
Ramsey klasik sangat penting dan berdampak langsung dalam masyarakat. 
Namun telah diketahui bahwa penentuan bilangan Ramsey klasik sangat sulit. 
Karena setiap graf merupakan subgraf dari graf lengkap, maka beberapa 
peneliti teori graf mencari metode alternative yakni terlebih dahulu mengkaji 
penentuan bilangan Ramsey  graf kemudian mencari bilangan Ramsey 
klasik.Uraian Materi 
Bilangan Ramsey Graf 
Teori Ramsey terkenal setelah Paul Erdos dan George Szekeres (1935) 
mengaplikasikannya ke dalam teori graf yang menghasilkan teorema tentang 
bilangan Ramsey graf. Selanjutnya, melalui teorema tersebut konsep bilangan 
Ramsey graf dua warna dinyatakan sebagai berikut. 
Teorema 2.3.1 Untuk setiap bilangan bulat n1 dan n2, terdapat bilangan bulat 
terkecil M0 sedemikian sehingga  jika  ,  maka setiap pewarnaan dua 
warna pada sisi-sisi graf lengkap Km akan memuat subgraf yang semua sisinya 
berwarna sama dan isomorfik dengan  atau . 
Bilangan Mo disebut bilangan Ramsey klasik dua warna yang selanjutnya disebut 
bilangan Ramsey klasik, dan dinotasikan dengan R(n1, n2) atau R( , ). 
Pengertian bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) dinyatakan dalam definisi sebagai 
berikut. 
Definisi 2.3.1 Bilangan Ramsey R( , ) adalah bilangan asli terkecil 
sehingga pewarnaan dua warna, merah atau biru pada semua sisi graf lengkap Km 
menghasilkan subgraf sewarna yang isomorph dengan   atau .  
Salah satu dari subgraf yang dimaksud pada Definisi 2.3.1, katakanlah subgraf 
berwarna merah, merupakan subgraf pembangunan Km dan subgraf berwarna biru 
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adalah komplemen dari subgraf pembangunan tersebut. Akibatnya, pengertian 
bilangan Ramsey klasik pada Definisi 2.3.1 dapat dituliskan sebagai berikut. 
Definisi 2.3.2  Untuk  sembarang dua bilangan asli n1 dan n2, bilangan Ramsey 
R(n1, n2) adalah bilangan bulat terkecil m sedemikian sehingga untuk setiap graf 
F berorde m memenuhi sifat berikut: F memuat graf  atau  memuat .  
Karena setiap graf F memenuhi  = F, R(n1, n2), bilangan Ramsey pada Definisi 
2.3.2  bersifat simetri yaitu R(n1, n2)= R(n2, n1). Erdos dan Szekeres (1935) 
membuktikan eksistensi bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) dengan menunjukkan 
batas atas dari R(n1, n2). Batas atas tersebut disajikan dalam teorema berikut. 
Teorema 2.3.2  (Batas atas). Untuk setiap bilangan asli n1 dan n2, R(n1, n2) 
senantiasa ada dan memenuhi R(n1, n2)  
Dorongan utama untuk memperluas konsep bilangan Ramsey klasik menjadi 
konsep bilangan Ramsey graf (kombinasi dua graf sebarang) adalah adanya 
harapan bahwa pada akhir kajian penentuan bilangan Ramsey graf  akan 
diperoleh suatu metode dalam menetukan bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) untuk 
n1 dan n2 yang lebih besar. Namun, sampai saat ini harapan tersebut belum 
menjadi kenyataan. Sejauh ini, graf sebagai objek dalam kajian ini masih tetap 
graf sebarang, belum graf lengkap. Karena penyajian pengertian bilangan 
Ramsey klasik dua warna dapat menggunakan istilah komplemen dari suatu graf, 
maka penyajian pengertian atau konsep bilangan Ramsey graf dua warna juga 
dapat menggunakan istilah komplemen dari suatu graf.  
Definisi 2.3.3  Diberikan sebarang dua graf G dan H, bilangan Ramsey graf  
R(G, H) adalah bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga untuk setiap graf F 
dengan n titik memenuhi sifat berikut: F memuat graf G atau  memuat H. 
Pada penulisan selanjutnya, bilangan Ramsey graf dua warna hanya ditulis 
bilangan Ramsey. Banyak peneliti mengkaji bilangan Ramsey, diantaranya 
adalah  Chvátal dan Harary (1972). Salah satu hasil fundamental dari mereka 
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adalah batas bawah bilangan Ramsey . Dengan adanya batas bawah 
Chvátal-Harary, batas bawah secara umum telah diketahui. Dengan demikian,  
bilangan Ramsey  terbatas di atas oleh bilangan Ramsey klasik dan 
terbatas di bawah oleh batas bawah Chvátal-Harary.  Batas bawah Chvátal-
Harary adalah sebagai berikut: 
 
dimana  adalah bilangan kromatik graf H dan  adalah banyaknya titik 
pada komponen terbesar graf G. batas bawah bilangan Ramsey adalah banyaknya 
titik pada graf kritis maksimal untuk graf-graf yang akan dicari bilangan 
Ramseynya. Berikut ini adalah definisi graf kritis.  
Definisi 2.3.4  Diberikan graf G dan H. Suatu graf F disebut graf kritis untuk G 
dan H jika F tidak memuat G dan   tidak memuat H. Sebarang graf kritis untuk 
graf G dan H yang memiliki n titik dinotasikan dengan (G,H,n)-kritis. 
Terdapat beberapa kombinasi graf yang memiliki bilangan Ramsey sama persis 
dengan batas bawah Chvátal-Harary. Namun, tidak semua kombinasi graf 
berlaku demikian. Hal ini membuat kajian penentuan bilangan Ramsey  
semakin menarik, karena tergantung pada struktur graf  dan  yang diberikan. 
Sebagai contoh, bilangan Ramsey untuk lintasan dan roda yang diberikan 
Pearsons (1973) memenuhi batas bawah Chvátal-Harary, yakni 
, 
Sedangkan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda 
 untuk  genap 
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Soal tes formatif 
1. Buktikan bahwa             . 
2.  Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa  
               dan                  
3.                        
 
Umpan balik 
 Hasil yang diperoleh pada soal-soal di atas, dapat dijadikan acuan untuk 
menentukan                                 
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